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АННОТАЦИЯ 

Одной из простейших моделей двухслойных по-
токов является стационарное ламинарное течение в 
плоском канале, когда вязкие жидкости различной 
плотности полагаются несжимаемыми и несмеши-
вающимися. Для такого течения проведено исследо-
вание устойчивости линейных гравитационных волн 
на границе раздела. Значения фазовой скорости этих 
возмущений и профили вертикальной скорости, по-
лученные аналитически в предельном случае, сопос-
тавлены с результатами численного решения уравне-

ний Орра–Зоммерфельда. Показано, что даже без 
учета вязких напряжений в данной задаче может воз-
никнуть неустойчивость. Выяснено, что такая неус-
тойчивость появляется из-за образования критиче-
ского слоя подобно неустойчивости Майлса. Раскры-
та взаимосвязь исследуемой неустойчивости с «меж-
фазной» модой, изученной в работах (Yih, 1967) и 
(Yiantsios & Higgins, 1988). Продемонстрировано 
наличие этой неустойчивости не только при малых, 
но и при больших значениях числа Архимеда. 

ВВЕДЕНИЕ

 Двухслойные течения встречаются в химико-
технологических процессах, ядерной и нефтегазовой 
индустрии и т.д. Для практических целей информа-
ция об устойчивости течения имеет принципиальное 
значение.  

Задача исследования линейной устойчивости гид-
родинамических течений сформулирована более ста 
лет назад Кельвином, Рэлеем, Орром, Зоммерфель-
дом и Рейнольдсом. В частности, устойчивость плос-
кого однофазного течения Пуазейля изучена доста-
точно полно (см., например, [1]). Развитие новых 
технологий облегчения транспорта нефти по трубо-
проводам с использованием расслоенных течений 
привлекли внимание исследователей к системам 
жидкость–жидкость (см. [2]). 

К настоящему времени имеется большое число 
работ, изучающих устойчивость сдвигового потока 
двух слоев в плоском канале (см. схему на Рис. 1). 
Наиболее обстоятельный обзор литературы, отра-
жающий состояние проблемы, приведен в книге [2]. 
Основным результатом, полученным в статье [3], 
является обнаружение так называемой «межфазной» 
моды (помимо обычных сдвиговых возмущений), 
которая даже в случае равенства плотностей может 
быть наиболее опасной вследствие скачка вязкости. 
Эксперименты [4] показали, что в реальных услови-

ях, когда плотности жидкостей существенно разли-
чаются, сдвиговые моды оказываются более опасны-
ми (становятся неустойчивыми при меньших числах 
Рейнольдса), чем «межфазная» для всех исследован-
ных ими режимов. Это послужило отправной точкой 
для серии работ Yiantsios & Higgins по определению 
глобального спектра данной задачи с учетом всех 
физических факторов (например, [5]).  

 

Рис. 1 Профили скоростей стационарного по-
тока и возмущенного течения, вызван-
ного распространением волны.  

Авторы детально изучили систему, построили 
кривые нейтральной устойчивости и сформулирова-
ли качественные закономерности их положения и 
формы для широкого диапазона параметров задачи. 
В частности, были обозначены области, в которых 
единственная неустойчивая мода возникает из-за на-
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личия поверхности раздела. Однако возмущения, 
соответствующие внутренним гравитационным вол-
нам (в пределе, когда вязкость мала и стационарный 
поток отсутствует) в этих исследованиях не рассмат-
ривались. 

Между тем, в последнее время заметно возрастает 
интерес к проблемам взаимодействия внутренних 
волн и сдвиговых течений. Среди работ, посвящен-
ных изучению длинных волн на границе раздела ста-
ционарного сдвигового течения двухслойной вязкой 
жидкости отметим статьи [7] и [8], где было показа-
но, что, в частности, двухслойное течение Пуазейля 
является устойчивым в широком диапазоне парамет-
ров. 

В двухслойном течении Пуазейля с небольшой 
разницей в плотностях жидкостей гравитационные 
волны распространяются с достаточно низкой фазо-
вой скоростью, сопоставимой со скоростями стацио-
нарных ламинарных потоков. В данном случае во-
прос о характере взаимодействия течения с гравита-
ционной волной по-прежнему остается открытым. 
Некоторые аспекты данной проблемы были изучены 
в работе [9]. Авторами было предложено слабонели-
нейное эволюционное уравнение для моделирования 
гравитационных волн в системе с двухслойным по-
током. Однако это уравнение было выведено в пред-
положении малых скоростей течения. В этом случае 

анализ такого уравнения показывает, что гравитаци-
онная волна диссипирует при всех параметрах систе-
мы. Крайне актуальной задачей является получение 
подобного уравнения для более высоких скоростей 
потока, что позволит ответить на вопрос: происходит 
ли перекачка энергии от течения к волне. Для линей-
ного анализа это эквивалентно обнаружению неус-
тойчивости гравитационных волн при достижении 
определенного значения скорости стационарного 
потока. 

Основным инструментом линейного анализа ус-
тойчивости течений является численное решение 
задачи Орра–Зоммерфельда. В асимптотическом слу-
чае исчезающей вязкости коэффициент при старшей 
производной стремится к нулю, и уравнение стано-
вится «жестким». Существует несколько методов 
решения таких уравнений: метод дифференциальной 
прогонки, детерминантный метод, разнообразные 
вариации метода Галеркина, когда решение проекти-
руется на базис пробных функций, и другие.  

Целью данной работы является более детальное 
исследование линейной устойчивости ламинарного 
течения двух жидкостей и, в частности, возмущений, 
соответствующих гравитационным волнам на грани-
це раздела идеальных жидкостей в отсутствие ста-
ционарного потока. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

 Рассматривается движение двух слоев жидкости 
в плоском горизонтальном канале с неподвижными 
жесткими дном и крышкой. Жидкости различаются 
по плотности, вязкости и глубине. Предполагается, 
что жидкости несжимаемые и несмешивающиеся. 
Движение происходит под действием постоянного 
продольного градиента давления.  

В случае стационарного ламинарного потока вер-
тикальные компоненты скоростей в слоях равны ну-
лю, а профиль горизонтальных скоростей жидкости 
получается путем сшивки двух параболических про-
филей:  
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Здесь U0i – безразмерная горизонтальная стацио-
нарная скорость на границе раздела, ρ = ρ1/ρ2, 
h = h1/h2, μ = μ1/μ2, где hl, μl, ρl – толщины, динамиче-
ские вязкости и плотности жидкостей, соответствен-
но. Здесь и далее все величины, относящиеся к верх-
нему слою, обозначены индексом 1, а все величины, 
относящиеся к нижнему слою, индексом 2. Новая 
вертикальная координата l =1+ (–1)l

 2z / hl определя-
лась так, чтобы на крышке и дне она соответствовала 

значению l = –1, а на границе раздела – значению 
ζl =1.  

Добавим линейные возмущения к параметрам по-
тока (скорость, давление и отклонения границы раз-
дела от невозмущенного уровня) и получим класси-
ческое уравнение Орра–Зоммерфельда для ком-
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Здесь c – фазовая скорость, обезразмеренная по c0, 
где 

c0
2

 = gh1h2 (ρ2 – ρ1) / (ρ1h2 + ρ2h1); 
k1= kdh/(h +1),  

k2= kd/(h +1),  
kd = k(h1+h2) – безразмерные волновые числа, 
k – размерное волновое число;  
Arl = c0 hl ρl /µl, – число Архимеда для l-го слоя. 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Решение уравнений Орра–Зоммерфельда 
В этой работе использован псевдоспектральный 

метод с базисными функциями в виде полиномов 
Чебышева:  

...,12,,1)( 2  iT  
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Подстановка расчетных точек ζk = cos(πk/N), где 
k = 0, …, N в это выражение, а затем в уравнения Ор-
ра–Зоммерфельда приводит к обобщенной задаче на 
собственные значения x xA B , численно решае-
мой с помощью GSL (GNU scientific library).  

 

 

Рис. 2 Зависимости действительной (Re) и 
мнимой (Im) части фазовой скорости c 
(сплошные кривые) и максимального 
значения скорости стационарного те-
чения Umax (штриховая линия) от ско-
рости U0i (область существования кри-
тического слоя расположена справа от 
вертикальной пунктирной прямой).  

Согласно результатам, полученным в [10] даже в 
однородной жидкости гравитационные волны теряют 
устойчивость при появлении критического слоя 

(максимум скорости невозмущенного течения боль-
ше фазовой скорости). В статье [9] показано, что при 
достаточно больших числах Архимеда в двухслой-
ном течении может появляться критический слой. 
Авторы настоящей работы обнаружили режим, кото-
рый при высоких числах Архимеда (Ar1= 1000) соот-
ветствует внутренней гравитационной волне 
в жидкости (h= 4, μ=1, ρ = 0.98, kd =1). Зависимость 
фазовой скорости c данного режима от безразмерной 
скорости потока U0i показана на рис. 2. В точке, где 
максимальное значение скорости стационарного те-
чения превышает фазовую скорость (U0i = 1.14), 
в верхней жидкости образуется критический слой. 
Из рисунка видно, что дальнейшее увеличение ско-
рости потока приводит к резкому росту мнимой час-
ти фазовой скорости и возникновению неустойчиво-
сти при U0i > 1.56. 

 

 

Рис. 3 Зависимости действительной (Re) и мнимой 
(Im) части фазовой скорости c (сплошные 
линии) от значения числа Архимеда Ar1 
(штриховые прямые соответствуют асим-
птотическому анализу [3]).  

Теперь, если выбрать скорость потока U0i=1.8 
(точки на рис. 2 и 3) и постепенно снижать значение 
числа Архимеда, то, вначале возмущение становится 
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устойчивым, при Ar1  80 значение мнимой части 
фазовой скорости достигает минимума, а затем начи-
нает расти, асимптотически приближаясь к нулю, при 
этом Re(c) → U0i (см. рис. 3). В статье [5], режим с 
такой фазовой скоростью считался нейтрально ус-
тойчивым в пределе малых чисел Рейнольдса, а па-
раметр, определяющий влияние силы тяжести, рав-
нялся нулю. Увеличение силы тяжести оказывало 
стабилизирующее влияние на «межфазную» моду 
(подобно тому, как на рис. 3 до Ar1  80). Однако, в 
отличие от работы [5], при более высоких числах 
Архимеда характер изменения мнимой части фазовой 
скорости принципиально меняется. 

Таким образом, «межфазная» мода, найденная 
Yih, переходит в гравитационную волну при увели-
чении числа Архимеда. При высоких числах Архи-
меда механизм неустойчивости является следствием 
не стратификации по вязкости, а возникновения кри-
тического слоя. 

Аналитическое решение уравнений Рэлея  
В случае очень длинных (kd → 0) возмущений и 

очень малой диссипации (Arl → ∞) мы можем ис-
пользовать обычные уравнения Эйлера. Тогда урав-
нения Орра–Зоммерфельда для каждом слоя сводятся 
к следующим уравнениям Рэлея:  
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где коэффициенты bl определяются из условий 
непротекания на крышке и дне, коэффициенты al –из 
кинематического условия на границе раздела, фазо-
вая скорость c определяется из равенства 

    /)(2112 21 hcaca  , а дискриминанты 

  4/)2/1(4 2
000 iliill UUcUD   . Выбор одного 

из этих решений определяется знаком lD . Анализ 

показывает, что lD  положителен для малых скоро-
стей потока и изменяет знак при появлении критиче-
ского слоя. 

Важно отметить, что граничные условия для ко-
эффициентов al не могут быть удовлетворены для 
любых реальных значений фазовой скорости, вслед-
ствие появления критического слоя. Однако решения 
с комплексной фазовой скоростью существуют, что 
соответствует появлению неустойчивости. Как пока-
зано на рис. 4, инкремент роста возмущений возрас-
тает с увеличением скорости потока (при U0i > 1.76). 

Такое поведение согласуется с данными, полученны-
ми из полного решения Орра–Зоммерфельда (см. 
рис. 2). Таким образом, чтобы преодолеть особенно-
сти решений уравнения Рэлея, нет необходимости 
рассматривать более сложные уравнения, учиты-
вающие вязкость.  

 

Рис. 4 Зависимость действительной (a) и 
мнимой (b) части фазовой скорости c 
от скорости U0i при ρ = 0.98, μ = 0.23, 
h = 1.25 (сплошные линии – результат 
численного решения уравнений Рэлея, 
штриховые – аналитического решения 
в первом приближении, а штрих-
пунктирные – аналитического решения 
во втовом приближении).  

На рис. 5 и 6 показаны профили вертикальной 
скорости в зависимости от вертикальной координаты 
для нескольких случаев (отсутствие стационарного 
течения, малые скорости потока и течение с критиче-
ским слоем). Хорошее согласование результатов рас-
четов по уравнению Орра–Зоммерфельда и аналити-
ческому решению указывает на причину данной не-
устойчивости (особенность в критическом слое). 
Важно отметить, что спектральные методы позволя-
ют анализировать одновременно большое количество 
мод возмущений, в том числе сдвиговые режимы 
Толлмина–Шлихтинга. Если отношение плотностей 
близко к единице, то неустойчивость Майлса являет-
ся единственной неустойчивостью в этой задаче. Она 
определяет дальнейший нелинейный этап динамики 
волн в двухслойном течении. 
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Рис. 5 Вертикальная скорость w как функция 
общей безразмерной вертикальной ко-
ординаты  = (–1)l(l –1) согласно чис-
ленному решению уравнений Орра–
Зоммерфельда при Ar1=3000, kd = 0.5, 
ρ = 0.98, μ = 0.23, h = 1.25  

 
Рис. 6 Вертикальная скорость w как функция 

общей безразмерной вертикальной ко-
ординаты  = (–1)l(l –1) согласно при-
ближенной аналитической формуле 
при ρ = 0.98, μ = 0.23, h = 1.25  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

 Сформулируем основные результаты данной ра-
боты. Обнаружена неустойчивость длинных линей-
ных гравитационных волн на поверхности раздела 
стационарного ламинарного потока двух жидкостей. 
Аналитически показано, что такая неустойчивость 
возникает и в отсутствие вязких напряжений. Выяс-
нено, что эта неустойчивость появляется из-за воз-

никновения критического слоя (неустойчивость 
Майлса). Выявлена взаимосвязь данной неустойчи-
вости с «межфазной» модой, исследованной в стать-
ях Yih [6] и Yiantsios & Higgins [7]. Продемонстриро-
вано наличие этой неустойчивости не только при 
малых, но и при больших значениях числа Архимеда. 
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