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Построены семейства обобщенных ре-
шений неоднородного уравнения катящейся 
волны, моделирующие стекание пленочного 
конденсата и испаряющейся пленки жидкости 
по вертикальной стенке. Изучена эволюция во 
времени этих точных обобщенных решений. 

Построены карты режимов течения пленки 
жидкости по вертикальной поверхности те-
плообмена. Описан процесс формирования 
“капель” конечной амплитуды из малых воз-
мущений на поверхности стекающей испаря-
ющейся жидкой пленки.

Гидродинамика двумерных пленочных 
течений достаточно хорошо изучена [1,2]. 
Результаты фундаментальных исследований 
представлены в работах П. JI. Капицы, В. Я. 
Шкадова, В. Е. Накорякова, С. В. Алексеенко, 
Е. А. Демехина, В. В. Пухначева, О. Ю. 
Цвелодуба, Ю. Я. Трифонова. Однако чрезвы-
чайно актуальными остаются многие вопросы, 
связанные с интенсификацией тепломассооб-
мена, что, в частности, важно при усовершен-
ствовании технологий пленочного охлаждения 
поверхностей. Пленочные течения реализуют-
ся в различных массообменных аппаратах, та-
ких как абсорберы, испарители, конденсаторы, 
десорберы. Особый интерес представляют ис-
следования утоньшений и разрывов пленок на 
нагреваемой поверхности, появления и эволю-
ции сухих пятен. Волны, образующиеся в сте-
кающей пленке уже при числах Рейнольдса по-
рядка нескольких единиц, интенсифицируют 
теплообмен. Известен механизм интенсифика-
ции тепломассообмена последова-тельностью 
уединенных поверхностных волн с достаточно 
большими плоскими участками “остаточного” 
слоя между ними.

Многие исследования посвящены изуче-
нию катящихся волн на наклонной и верти-
кальной поверхности, и их устойчивости [3-7]. 
Предполагается, что такие волны не зависят от 
поверхностного натяжения и могут существо-
вать в ламинарном и в турбулентном режимах 
течения. Для возникновения катящихся волн ва-
жен достаточный наклон поверхности и малое 
влияние поверхностного натяжения. Катящиеся 
волны на поверхности испаряющихся и конден-
сирующихся тонких пленок жидкости интерес-
ны своей временной эволюцией – возможно-
стью их полного поглощения “остаточным” сло-
ем при конденсации (стабилизирующее влияние 
конденсации) или утончением пленки между 
гребнями волн и переходом в систему стекаю-
щих уединенных “капель” при испарении (де-
стабилизирующее влияние испарения).

В работах [8,9] было представлено неодно-
родное уравнение катящейся волны, получен-
ное аналогично [3] в рамках длинноволнового 
приближения и линейного профиля темпера-
туры. Данное уравнение приближенно описы-
вает стекание пленочного конденсата и испа-
ряющейся пленки жидкости по вертикальной 
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поверхности теплообмена. В [8,9] были при-
ведены и проанализированы семейства обоб-
щенных решений уравнения катящейся волны, 
в которых бегущие волны сопрягались через 
сильный и слабый разрывы друг с другом или с 
“остаточной” толщиной.

В настоящей работе изучается эволюция 
во времени точных обобщенных решений 

неоднородного уравнения катящейся волны. 
Построены карты режимов течения пленки 
жидкости по вертикальной поверхности те-
плообмена для случая конденсации и испаре-
ния. Описан процесс формирования “капель” 
конечной амплитуды из малых возмущений на 
поверхности стекающей испаряющейся жид-
кой пленки.

Рассмотрим уравнение катящейся волны, 
записанное в безразмерных переменных от-
носительно толщины пленки жидкости h  [8,9]

31

3

h h
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где 3/ ( )b glβ ν=  параметр, в котором l  – ха-
рактерный масштаб длины, ν  – кинематиче-
ская вязкость, g  – ускорение свободного паде-
ния, λ ρ= Δ =( ) ( )b T r const , λ  – коэффициент 
теплопроводности, ρ  – плотность жидкости, 
r  – теплота фазового перехода, 

s w
T T TΔ = − , 

s
T  - температура насыщения, 

w
T  - температура 

стенки.
 Решение уравнения (1), зависящее толь-

ко от временной переменной t , когда 0
x
h = , 

имеет вид
2( , ) 2h H t tη β η= = + .

 Это уравнение описывает изменение с те-
чением времени начальной толщины пленки 

η η=(0, )H . При β > 0 , т. е. при конденсации, 
толщина пленки возрастает, а при β < 0 , т. 
е. при испарении, толщина пленки убывает 
и за время η β η β= 2( , ) / (2 | |)T  остаточный 
слой начальной глубины η  полностью ис-
паряется. Функция скорости изменения тол-
щины пленки

βη β
β η

=
+ 2

( , , )
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H t

t

при β > 0  является монотонно убывающей 
по обеим переменным t  и η , а при β < 0  – 
монотонно убывающей по t  и монотонно воз-
растающей по η . Уравнение (1) допускает ав-
томодельные решения типа бегущих волн 
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0

, , ,h x t x V  β ξ± −
0

2 ( )V x ,

зависящие от переменной ξ = −x Vt , где V  
– скорость волны.

Точные решения, моделирующие эволю-
цию уединенной катящейся волны при β > 0 , 
т. е. в случае конденсации, задаются формулой
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и представляют собой бегущие со скоростями 
+V  и −V  волны повышения +h  и понижения −h , со-

пряженные с остаточными глубиными η β( , , )
l

H t , 
η β( , , )
r

H t  через слабые разрывы на линиях 
η β+

+= =
0

( ) ( , , , , )
l

x a t f t x V  и η β−
−= =

0
( ) ( , , , , )

r
x c t f t x V , 

где 
( )η β β η η β= + + + −

2
2 2 2

0 0
( , , , , ) / (4 )f t x V t t x V .  (3)
Предположим, что на некотором начальном 

временном интервале τ∈ [0, ]t  решение (2) яв-

ляется непрерывным, т. е на линии сопряже-
ния = ( )x b t  бегущих волн +h  и −h  выполнено 
условие согласования

( ) ( )β β+ −
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0 0
( ), , , , ( ), , , , ( ),

b
b t th h hx V b x V tt t    (4)

из которого следует, что
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ω
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V Vt t
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где
α − +

− += − + −
1 0 0
( ) ( )t x x V V t ,

α − +
− += + + +

2 0 0
( ) ( )t x x V V t .

Для существования непрерывного решения 
(2) при + > 0V  (рис. 1) его входные параметры 
η
l
, η

r
, +V , −V , +

0
x , −

0
x  должны удовлетворять 

условиям 
η η+ − + ≤ < ≤ << ,  (0),  0 (0),   
l b r b

V V V h h     (6)
а также неравенству
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( )

ω
β

− + − +−
− < =

2

0 0
|

4
|

V V
x x .                              (9)

Для существования непрерывного реше-
ния (2) при + ≤ 0V  (рис. 2) его входные па-
раметры должны удовлетворять условиям 

η η− > > ≥0, (0) , 0
b l r

V h  неравенству (7) при 
β− + + +

+> = + >2
0 1 0 0

/ (4 )x x x V x  и неравенству

β
− + + −− >

−2 2

0 0 4

V V
x x .                                       (10)

Односторонние неравенства (7) и (10) эк-
вивалентны следующему двустороннему не-
равенству
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Непрерывное решение (2) существует до 
момента времени 

1
T , в который точка пересе-

чения бегущих волн +h  и −h  выходит на грани-
цу области существования волны понижения 

−h , что приводит к градиентной катастрофе на 
вершине гребня (рис. 1-2). Значение
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определяется как корень уравнения 

( )β+
+ −

−
+ =

0 0
, , , ,Vh t x Vx .

При > 1t T  на вершине капли формиру-
ется сильный разрыв, который постепенно 
поглащает волну понижения −h . В резуль-

тате с течением времени при η η>l r  (рис. 
1) решение (2) переходит в изолирован-
ный силыный разрыв, распростра-няющий-
ся со скоростью ( )η β η β( , , ), ( , , )l rD H t H t , где 

( )= + +2 2
1 0 1 1 0 0

( , ) / 3D h h h h h h  и соединяющий 
растущие остаточные глубины η β( , , )lH t  и 

η β( , , )rH t .

.

Рис.1  “Карта” решения (2) при 
β+ > >0, 0V

Рис.2 “Карта” решения (2) при 
0, 0V β+ < > .

Точные решения, моделирующие эволю-
цию уединенной катящейся волны при β < 0
, т. е. в случае испарения, задаются формулой
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и представляют собой бегущие со скоростя-
ми −V  и +V  волны повышения −h  и пониже-
ния +h , сопряженные с глубинами η β ( , , )

l
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η β
0

( , , , , )f t x V  – функция, задаваемая форму-
лой (3). Из формул (12)–(14) следует, что пол-
ное испарение остаточного слоя слева от катя-
щейся волны, т. е. при ≤ ( )x a t , происходит в 
момент времени η β( , )

l
T , а справа от нее, т. е. 

при ≥ ( )x c t ,  в момент времени η β( , )
r

T .
Будем считать, что на некотором началь-

ном временном интервале τ[0, ]  решение (12) 
является непрерывным, т. е на линии сопряже-
ния = ( )x b t  бегущих волн +h  и −h  выполнено 
условие согласования (4), в котором функция 
( )b t  задается формулой (5). Для существова-
ния такого решения (12) при + > 0V  (рис. 3) его 
входные параметры должны удовлетворять не-
равенствам 
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а при + ≤ 0V  (рис. 4) – следующим неравен-
ствам 
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Численные расчеты показали, что при β < 0  
и η ≤ (0)

b
h  выполнены условия

η β η β′< ∀ > >( , , ) ( ) 0 : ( , , ) 0
t b
H t h t t H t ,       (17)
означающие, что в решении (12) остаточ-

ные глубины η β( , , )
l

H t  и η β( , , )
r

H t  убывают 
быстрее, чем глубина ( )

b
h t  на вершине катя-

щейся волны.
При + > 0V  (см. рис. 3, на котором пред-

ставлен случай η η<
l r

). решение (12) является 
непрерывным на временном интервале 

1
(0, )T , 
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1

/ 2
r

VT , 
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остаточная глубина η β( , , )
r

H t  достигает ниж-
ней границы существования волны понижения 

+h  (рис. 3). 
При = 

1
t T  слабый разрыв непрерывного ре-

шения (12), расположенный на линии = ( )x c t  
– правой границе волны понижения +h , пере-
ходит в сильный разрыв, распространяющийся 
со скоростью

( )η β+
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c
c t D t D H tV .                    (18)

Поскольку 
− +> > ( )

c
V V D t , то при > 

1
t T  вол-

на повышения −h  и сильный разрыв на линии 
= ( )x c t  постепенно поглощают волну пониже-

ния +h  и в некоторый момент времени > 
2 1
T T  
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в котором сильный разрыв на линии = ( )x c t  
распространяется со скоростью

( )β η β+
+

+
′ = 

0
( ), , , ,( ) ( ), ( , , )c t D h H tc t t x V           (20)

по остаточной глубине η β >( , , ) 0
r

H t  при 
η β< ( , )
r

t T  и по сухой стенке при η β≥ ( , )
r

t T .
Поскольку η η<l r , то остаточный слой сле-

ва от катящейся волны испаряется быстрее, 
чем остаточный слой справа от нее и поэто-
му при η β> ( , )rt T  по обе стороны от гребня 
стенка становится сухой т. е. в формуле (19) 

η β η β= =( , , ) ( , , ) 0l rH t H t  В таком виде решение 
(19) существует до полного испарения жидко-
сти в катящейся волне.

В случае + ≤ 0V  решение (12), удовлетворя-
ющее условиям (16), остается непрерывным 
при всех > 0t  до полного испарения жидко-
сти. При условии η η>

l r
, который приведен на 

рис. 4, на временном интервале ( )η β0, ( , )rT  по 
обе стороны от гребня остаточные слои имеют 
конечную глубину. В момент времени η β( , )rT  
остаточный слой η β( , , )rH t  полностью испаря-
ется и на временном интервале [ )η β η β( , ), ( , )r lT T  
справа от катящейся волны стенка является су-
хой, а слева от нее остаточный слой имеет ко-
нечную глубину. 

Рис.3  “Карта” решения (12) при 
β+ > <0, 0V .
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В момент времени η β( , )lT  остаточный слой 
η β( , , )lH t  слева от катящейся волны также пол-

ностью испаряется, и при η β≥ ( , )lt T  “капля” 
продолжает распространяться по сухой стенке.

На рис.5 на восемь последовательных мо-
ментов времени приведено решение задачи 
Коши для уравнения (1) с периодическими на-
чальными условиями 

= ∀ ∈
+ = ∀

+
∈


* *

[( , 0) ( , 0)  

( , 0) ( , 0) 

],

. 

,x x Xh x h x x

h x X h x x �
                    (21)

Начальная амплитуда катящихся волн вида 
(12) достаточно мала, т. е. η− (0) 1

b
h . Это 

решение является непрерывным (линии 1-3 
на рис. 5) на временном интервале 

1
(0, )T , где 

( ) ( )η β+= −2 2
1

/ 2T V  – момент времени, опреде-
ляемый из уравнения η β +=1( , , )H VT , в кото-
рый остаточная глубина η β( , , )H t  достигает 
нижней границы существования волны пони-
жения +h . При >

1
t T  на передних фронтах ка-

тящихся волн формируются сильные разрывы 
(линии 4-8 на рис. 5). 

На временном интервале ( )η β
1
, ( , )T T  после-

довательность катящихся волн с сильными раз-
рывами на их передних фронтах стекает по оста-
точному слою, глубина которого убывает (линии 

4-6 на рис. 5). При η β= ( , )t T  остаточный слой 
полностью испаряется (линии 7 на рис. 5) и при 

η β> ( , )t T  капли продолжают распространяться 
по сухой стенке (линия 8 на рис. 5). 

При стремлении глубины жидкости к нулю 
скорость испарения неограниченно возрастает, 
а скорость распространения сильного разрыва 
стремится к нулю. Поскольку глубина остаточ-
ного слоя уменьшается быстрее, чем глубина 
жидкости на вершине катящейся волны, это 
приводит к заметному увеличению амплитуды 
волны к моменту полного испарения остаточно-
го слоя, по сравнению с ее начальной амплиту-
дой при = 0t . Последнее означает, что предло-
женная модель позволяет моделировать процесс 
формирования катящихся волн конечной ампли-
туды из малых возмущений на поверхности сте-
кающей испаряющейся жидкой пленки.

Рис.4  “Карта” решения (12) при
 0, 0V β+ < < .

Рис.5  Решение задачи Коши для 
уравнения (1) с периодиче-
скими начальными условия-
ми (21) на восемь последова-
тельных моментов времени 

= 0,  0.5,  1.0,  1.5,  2.0,  2.35,  2.645,  2.8t  
при следующих значениях вход-
ных параметров β = −1 , + = 3.0V , 

− = 6.0V , η η= = 2.3
l r

, + =
0

4.25x , 
− =
0

2.0x , 
*

0.875,  5.0x X= = .

Рассмотрена модельная задача о стекании 
тонкого слоя жидкости по вертикальной стен-
ке с учетом тепломассопереноса на межфаз-
ной поверхности в режиме катящихся волн. 
Представлены семейства обобщенных реше-
ний уравнения катящейся волны как в случае 
конденсации, так и в случае испарения на меж-

фазной поверхности. Построены карты режи-
мов течения пленки жидкости по вертикальной 
поверхности теплообмена. Изучен процесс 
эволюции различных типов точных решений, 
представляющих собой последова-тельность 
бегущих волн, сильных и слабых разрывов и 
остаточных слоев различной глубины.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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