
363© Губайдуллин А.А., Губкин А.С.

2013 MODERN SCIENCE       
RESEARCHES, IDEAS, RESULTS, TECHNOLOGIES

СОВРЕМЕННАЯ НАУКА
ИССЛЕДОВАНИЯ, ИДЕИ, РЕЗУЛЬТАТЫ, ТЕХНОЛОГИИ

№ 1 (12)

УДК 532.5; 531.39

ПОВЕДЕНИЕ ПУЗЫРЬКОВ В КЛАСТЕРЕ 
ПРИ АКУСТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ

Губайдуллин А.А.1,2, Губкин А.С.1,2

1Тюменский филиал ФГБУН Институт теоретической и прикладной механики
им. С.А. Христиановича СО РАН, Тюмень, Россия

2Тюменский государственный университет, Тюмень, Россия

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Российской Федерации 
для государственной поддержки ведущих научных школ РФ (Грант НШ-834.2012.1).

Поведение в волнах сжатия отдельного пу-
зырька в коллективе пузырьков может отличаться 
от поведения одиночного пузырька в безгранич-
ной жидкости за счет коллективного гидродина-
мического взаимодействия. Для исследования 
этого поведения в работе использована математи-
ческая модель, описывающая динамику системы 
пузырьков изменяющихся радиусов в безгранич-
ной жидкости с учетом ее сжимаемости и вязко-
сти, а также учитывающая гидродинамическое 
взаимодействие между пузырьками. Теплообмен 
газовых пузырьков с жидкостью учтен в рамках 
двухтемпературной схемы. Приведено выражение 
для потока тепла к единице поверхности пузырь-
ка, позволяющее описывать теплообмен газовых 

пузырьков с жидкостью в достаточно широком 
диапазоне значений давлений и температур жид-
кости. Выполнено численное моделирование не-
линейной динамики пузырьковых кластеров раз-
личных конфигураций при воздействии на них 
волны сжатия и периодического возмущения раз-
личной частоты. Исследовано поведение в волнах 
сжатия отдельного пузырька в коллективе пузырь-
ков. Показано, что в определенных условиях для 
некоторых пузырьков достигаются значительные 
степени сжатия и, как следствие, высокие давле-
ния и температуры. На примере кластера из трех 
вложенных додекаэдров и линейного кластера по-
казано, что конфигурация кластера может оказы-
вать сильное влияние на его динамику.

Интерес к исследованию динамики пузырь-
ковых кластеров вызван тем, что поведение в 
волнах сжатия отдельного пузырька в коллек-
тиве пузырьков может отличаться от поведе-
ния одиночного пузырька в безграничной жид-
кости за счет коллективного гидродинамиче-
ского взаимодействия. Существуют различные 
подходы и модели, учитывающие указанное 
взаимодействие пузырьков в кластере [1-5]. 
Чем меньше расстояние между пузырьками по 
сравнению с их размерами, тем точнее нуж-
но учитывать гидродинамическое взаимодей-
ствие пузырьков. Так, например, модели [2-4] 

имеют, соответственно, 2-й и 3-й порядок точ-
ности, а модель с произвольным порядком точ-
ности в настоящее время отсутствует. 

В работах [6, 7] приведены результаты экс-
периментов, в которых зарегистрировано про-
изводство нейтронов и ядер трития при аку-
стическом воздействии на кластеры пузырь-
ков. При этом замечено, что появление ней-
тронной эмиссии зависит от формы кластера.

Целью данной работы является компьютер-
ное моделирование динамики пузырькового 
кластера в зависимости от его конфигурации и 
вида внешнего воздействия.

Рассмотрим пузырьковый кластер, состоя-
щий из N  – газовых пузырьков, как компакт-
ное образование в достаточно большом объ-

еме жидкости [1-4, 8]. Очевидно, что в доста-
точно плотном кластере гидродинамическое 
взаимодействие может приводить к сильной 
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деформации поверхности пузырьков, плохо 
поддающейся теоретическому учету. Поэтому 
будем предполагать кластер достаточно раз-
реженным, чтобы пузырьки сохраняли свою 
сферическую форму.

При моделировании динамики пузырьково-
го кластера используем следующие допуще-
ния:

1. Жидкость несжимаемая l constρ = .
2. Течение жидкости потенциальное 0v∇× =

 
.

3. Кластер разреженный d R>> , где d  – 
среднее расстояние между центрами пузырь-
ков, R  – средний радиус пузырьков.

4. Температура жидкости постоянна в силу 
большой теплоемкости жидкости по сравне-
нию с газом lT const= .

5. Газ в пузырьках совершенный с показате-
лем адиабаты γ .

6. Давление газа в пузырьках однородное 
( )gn gnP P t= .

Систему уравнений динамики кластера 
составим из уравнений движения пузырь-
ков в жидкости с учетом их гидродинами-
ческого взаимодействия [4] и дополнитель-
но учтем теплообмен пузырьков с окружа-
ющей жидкостью, сохранив при этом обо-
значения [4].

Потенциал течения идеальной несжима-
емой жидкостиϕ  удовлетворяет уравнению 
Лапласа:

0,ϕΔ =
с граничными условиями на поверхности j

-ого пузырька и вдали от кластера:
j j j jn R p nϕ⋅∇ = + ⋅
    при ,j j jr p R n= +  

0ϕ∇ →


 при ,jr p− → ∞ 

где r  – радиус-вектор лабораторной си-
стемы отсчета, jp  – координаты центра j
-го пузырька, jp  – скорость поступательного 
движения j -го пузырька, jR  – радиус j -го 
пузырька, jn  – вектор внешней нормали к по-
верхности j -го пузырька ( 1, , )j N= … .

Уравнение состояния совершенного газа 
примем в виде:

( )1
.gn gn pg

gn

T c
P

ρ γ
γ

−
=   (1)

Уравнения движения пузырьков имеют вид:

231
2 2

1 ,

n n
n n n

l l

n n n n

l l l

R R
R R R

c c

P R R dP
c c dtρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
− + − = Φ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 
 


  (2)

1 ,
3 n n n nR p R p+ = Ψ

  
  (3)

где Φ  и Ψ


 – функции, учитывающие 
внешние силы и взаимодействие между пу-
зырьками.

Уравнение (2) описывает радиальные пуль-
сации n -го пузырька, а уравнение (3) – его по-
ступательное движение.

Через nP  обозначено выражение [4, 10]:

( )0
42 ,n

n gn ex n
n n

R
P P P P p

R R
ησ= − − − −
    (4)

где gnP  – давление газа в пузырьке, σ  – ко-
эффициент поверхностного натяжения, η  – 
коэффициент динамической вязкости, 0P  – ги-
дростатическое давление, exP  – внешнее аку-
стическое давление в пределах n -го пузырька.

Межфазная сила представляет собой силу 
вязкого трения Левича:

1,

12 ,
N

dn n n ln
l l n

F R p vπη
= ≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑
     (5)

где lnv  – скорость жидкости, генерируемая 
l -м пузырьком в центре n -го пузырька.

При описании теплообмена газовых пу-
зырьков с жидкостью будем использовать 
двухтемпературную схему, в рамках которой 
уравнение для давления газа внутри пузырь-
ков имеет следующий вид [10]:

( )
3

33 1
.

4
gn gn

n n
nn

dP P
q R

dt RR
γγ

π
−

= −    (6)

Выражение для потока тепла к едини-
це поверхности n -го пузырька nq  примем в 
виде [12]:

( )

( )

2 Nu ,

Pe , Pe 100
Nu ,

10, Pe 100

| |
Pe 12 1 ,

,

n n g gn l gn

gn gn
gn

gn

l n n
gn

gngn l

g
gn

pg gn

q R T T

T R R
DT T

D
c

π λ

γ

λ
ρ

= −

⎧ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

= −
−

=

   (7)

где Nu gn  – число Нуссельта, Pegn  – число 
Пекле, gnT – температура газа в n -ом пузырьке, 

gnD  – коэффициент температуропроводности 
газа, gλ  – коэффициент теплопроводности газа, 

pgc  – теплоемкость газа при постоянном давле-
нии, gnρ  – плотность газа в n -ом пузырьке.

Для решения системы уравнений (1)–(7) 
необходимо задать начальные координаты, 
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скорости, радиусы, радиальные скорости 
пузырьков, давление газа в пузырьках, а 
также закон изменения давления жидкости 
вдали от пузырькового кластера. Система 
уравнений (1)–(7) решалась численно с ис-

пользованием схемы Рунге – Кутты четвер-
того порядка с переменным шагом (улучше-
ние Мерсона). Для приведения системы к 
виду Коши применялся итерационный метод 
Гаусса – Зейделя.

Исследована динамика пузырьковых кла-
стеров различных конфигураций. Результаты 
исследования проиллюстрированы на примере 
двух конфигураций (рис. 1).

 
а)

б)

В первом случае кластер представлял со-
бой совокупность трех концентрически вло-
женных друг в друга додекаэдров (рис. 1 
(а)), во втором – линейный кластер-стрим-
мер (рис. 1 (б)). Пусть додекаэдры вписаны в 
сферы радиусов 5, 10, 15 мм соответственно. 
Начальная длина линейного кластера равна 30 
мм. Начальные радиусы центрального и пери-
ферических пузырьков одинаковы и равны 0R

=0.25 мм. Общее количество пузырьков в обо-
их случаях одинаково и равно 61.

Параметры жидкости и газа полагались 
следующими: жидкость – 60%-ый раствор 
глицерина в воде (скорость звука lc  =1500 м/с, 
плотность lρ  = 1156 кг/м3, кинемати-
ческая вязкость ν  = 9.52·10-6 м2/с, ко-
эффициент поверхностного натяжения
 σ  = 7·10-2 Н/м),  газ – воздух (показатель 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Рис.1  Кластер в виде трех вложенных 
друг в друга додекаэдров (а) и 
линейный кластер (б).

Рис.2  Давления газа в центральном 
пузырьке в случае волны сжатия 
типа «ступенька» для пузырь-
кового кластера в форме трех 
вложенных друг в друга додека-
эдров (а) и стриммера (б).
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Рис.3  Давление газа в пузырьке, наи-
более удаленном от центрально-
го, в случае волны сжатия типа 
«ступенька» для пузырькового 
кластера в форме трех вложен-
ных друг в друга додекаэдров.

Рис.4  Давления газа в центральном 
пузырьке в случае гармониче-
ского возмущения для пузырь-
кового кластера в форме трех 
вложенных друг в друга додека-
эдров (а) и стриммера (б).

адиабаты γ  = 1.4, удельная изобарная теплоем-
кость pgc  = 1007 Дж/(кг·К), коэффициент тепло-
проводности gλ  = 0.0258 Вт/(м·К)). Начальное 
давление – атмосферное: 0P  = 0.1 МПа, 
температура жидкости lT  = 293 К.

В качестве внешнего возмущения рассма-
тривались волна сжатия типа «ступенька» и 
гармоническое возмущение заданной частоты.

В качестве характерного времени для обе-
зразмеривания параметров возьмем величину 

*
0 0lt R Pρ=  = 2.7·10-5 с, которая соответству-

ет времени схлопывания пустой сферы радиу-
са 0R  в жидкости с плотностью lρ  и давлени-
ем 0P .

В случае волны сжатия типа «ступенька» 
видно (рис. 2), что давления, достигаемые в 
центральном пузырьке для кластера из доде-
каэдров, многократно превосходят давления и 
температуры в аналогичном пузырьке для ли-
нейного кластера – стриммера, что качествен-
но согласуется с экспериментальными данны-
ми [6, 7]. Характерная длительность пика со-
ставляет ~10-8 – 10-9 с.

Следует отметить, что во всех случаях дав-
ление и температура газа в периферийных пу-
зырьках не превышала аналогичных параме-

тров в центральном пузырьке для даного кла-
стера (рис. 3).

В случае гармонического возмущения вид-
но (рис. 4), что в центральном пузырьке для 
кластера из додекаэдров достигаются на по-
рядки более высокие значения давления, чем 
в случае стриммера. Выявлено, что частота 
возмущения влияет на амплитуду колебаний 
пузырьков. Амплитуда растет с приближени-
ем частоты к собственной частоте колебаний 
пузырька.

Исследована динамика пузырьковых кла-
стеров различных конфигураций при воз-
действии на них разного вида возмущений. 
Получены следующие результаты и выводы:

• Выполнено численное моделирование 
нелинейной динамики пузырьковых кластеров 
различных конфигураций при воздействии на 
них волны сжатия типа «ступенька». Показано, 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ



367© Губайдуллин А.А., Губкин А.С.

2013 MODERN SCIENCE       
RESEARCHES, IDEAS, RESULTS, TECHNOLOGIES

СОВРЕМЕННАЯ НАУКА
ИССЛЕДОВАНИЯ, ИДЕИ, РЕЗУЛЬТАТЫ, ТЕХНОЛОГИИ

№ 1 (12)

что в кластере, пузырьки которого расположены 
в вершинах додекаэдра и его центре, для цен-
трального пузырька достигаются значительные 
амплитуды сжатия и, как следствие, значитель-
ное увеличение давления и температуры, по 
сравнению с периферийными пузырьками.

• Конфигурация кластера может сильно 
влиять на его динамику. Давления, достигае-

мые в кластере из додекаэдров, многократно 
превосходят давления в стриммере, что каче-
ственно согласуется с экспериментальными 
данными.

• Частота возмущения влияет на ам-
плитуду колебаний пузырьков в кластере. 
Амплитуда растет с приближением частоты к 
собственной частоте колебаний пузырька.
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