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Проведено численное моделирование мо-
дифицированной постановки классической 
задачи Стефана в полупрозрачных средах. 
Получены поля температур, поле результирую-
щего радиационного потока излучения, дина-
мика раздела фаз и эволюция роста темпера-
туры левой границы образца в широком диа-

пазоне степеней черноты правой облучаемой 
границы. Проведен анализ теплоотдачи и те-
плопроводности на межфазной границе в зави-
симости от оптических свойств поверхности.

Проведен анализ теплоотдачи и теплопрово-
дности на межфазной границе в зависимости 
от оптических свойств поверхности.

Рассматривается нагрев и последующее 
плавление бесконечного плоскопараллельно-
го образца из полупрозрачной серой среды с 
коэффициентом объемного поглощения излу-
чения a и теплопроводностью l. Границы пло-
ского образца не поглощают (Ai=0), частично 
отражают (R

i
=const) и пропускают (Di=1–Ri) 

полусферическое излучение в процессе на-

грева образца. Нагреваемая граница i = 2 при 
достижении температуры фазового перехода 
трансформируется в полупрозрачную, удов-
летворяющую, по оптическим свойствам ус-
ловию Ai+Ri+Di=1, i = 2 при переменных зна-
чениях A

2
. При этом предполагается справед-

ливость закона Кирхгофа A
2=e

2
, где e

2
 – сте-

пень черноты правой границы.

Однофазная задача Стефана является част-
ным случаем двухфазной задачи Стефана, в ко-
торой температура одной из фаз тождественно 
равна постоянной температуре фазового пере-
хода [1]. Очевидно, что в рамках подобного, 
классического, решения условие Стефана на 
границе фаз со стороны фазы с постоянной 
температурой содержит тепловой поток нуле-
вого значения. В реальности, по обе стороны 
границы фаз существует перенос тепловой 
энергии, и физические модели однофазной за-
дачи Стефана не удовлетворяют указанным 
условиям. Здесь можно отметить наиболее ха-
рактерные работы [2, 3], в которых численно 
моделируются процессы нагрева и оплавления 
однородных полупрозрачных пластин за счет 
одностороннего внешнего радиационно-кон-

вективного (кондуктивного) подвода тепловой 
энергии.

В статье [4] использовалась классическое 
приближение задачи Стефана, основанная на 
работе [1]. Исходя из теории классической зада-
чи Стефана на границе раздела фаз, в данной ра-
боте, предполагалось, что тепловая энергия, вы-
деляемая на поверхности жидкой фазы фронта 
фазового превращения за счет излучения, ком-
пенсируется потоком тепловой энергии испаря-
ющегося вещества. При решении задачи огра-
ничения по степеням черноты поверхностей не 
отмечается, также не наблюдается перегревы в 
твердой, конденсированной фазе. 

В данной работе предлагается дальнейшее 
развитие классического подхода к решению 
однофазной задачи Стефана.

АННОТАЦИЯ

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

ВВЕДЕНИЕ
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Решение задачи сводится к рассмотрению 
нестационарного радиационно-кондуктивно-
го теплообмена в процессе нагрева плоского 
образца излучением и конвекцией со стороны 
облучаемой границы.

При достижении нагреваемой границей об-
разца температуры плавления T

f
 начинается 

второй этап, на протяжении которого рассма-
тривается задача Стефана.

Уравнение сохранения энергии, записывае-
мое в общем случае, имеет вид:

,E
x
T

xt
x

x
Tc

t
Tñ sspssps

        (1)

где cps, ρs, ls – теплоемкость, плотность и 
коэффициент теплопроводности пластины, 
E=E(x, t) – плотность потока результирующе-
го излучения в сечении x в момент времени t, 
определяемая из решения радиационной зада-
чи методом средних потоков (см. ниже).

При tx ∂∂  уравнение (1) используется при 
рассмотрении первого этапа решения задачи. 
Граничные условия уравнения (1), определя-
ющего этап нагрева образца имеют вид:
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где h
i
 – коэффициент конвективного тепло-

обмена границ i = 1, 2 с внешней средой с тем-
пературой T

i
.

При рассмотрении второго этапа решения 
задачи граничное условие (2) остается неиз-
менным, а граничное условие (3) трансфор-
мируется в условие Стефана, при этом темпе-
ратура правой границы, по условию задачи, 
фиксируется:

,222 t
LETTh

x
T

x
T

fsfl
x

l
x

s
 

   T(x, t),   x = L(t),        (4) 

где l
l
 – коэффициент теплопроводности 

расплава, формирующегося на внешней по-
верхности фронта фазового перехода, h2 – ус-
ловное значение коэффициента конвективной 
теплоотдачи от пленки расплава при темпера-
туре Tl=Tf в окружающую среду за счет испа-
рения (абляции), fγ  – скрытая теплота фазо-
вого перехода.

В уравнении (4) использовано определение ур ( ) р
),(1)( 2

2
*

22 fb TEnExEAE  x=L(t),   (5) 

где )( δ−+ xE , E* – плотность потоков из-
лучения, соответственно, падающего на 
сечение x от среды пластины и внешнего 
источника, Eb(Tf) – плотность потока рав-
новесного излучения при температуре Tf, 
(температура фазового перехода), n – по-
казатель преломления излучения материала 
пластины. 

Следуя классическому подходу, при реше-
нии однофазной задачи Стефана [1] полагаем 
суммарное значение результирующего потока 
на внешней поверхности, x+δ, x = L(t), тожде-
ственно равным нулю

0)( =+Σ δxq ,  x = L(t),       (6)
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(7)

В (7) )(2, δ+xEres
 – плотность потока резуль-

тирующего излучения на внешней стороне по-
верхности x, x=L(t), значение которой, с уче-
том проницаемости границы x, определяется 
выражением:

( ) )()( 2
4

02
*

222, δσεδ −−−+=+− + xEDTEDAxE fres   (8)
Принимая во внимание определение

)()( 2,2, δδ +−−= xExEE resres
  (9)

а также учитывая (5), (7) и (8) окончатель-
ное выражение условия Стефана на правой 
границе пластины записывается в виде: 
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T(x−δ)=Tf, T(x+δ)=Tl, Tl=Tf    (10)

Система уравнений (1)-(3) для этапа нагре-
ва дополняется начальным условием:

T(x, t) = T
1
 = const,   t = 0,   (11)

a система уравнений (1), (2), (5) для задачи 
Стефана – начальным условием:

T(x, t) = f(x),   L(t) = L
0
,   t = 0. (12)

Плотности потоков полусферического (по-
верхностного) излучения Е(x, t), фигурирую-
щие в уравнениях энергии (1) и (4) с учетом 
их определения (5), вычисляются на основа-
нии решения уравнения переноса энергии из-
лучения, записываемого в виде системы диф-
ференциальных уравнений метода средних 
потоков (СП-метод) [5]:
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Здесь m± и l± – коэффициенты распределения 

интенсивности и диффузии излучения в среде 
по направлениям в пределах полусфер Ω=±2π, 
принимающие на границах осредненные зна-
чения  2=±m , 31±=±l  соответственно. Си-

стема уравнений (13) дополняется радиацион-
ными граничными условиями, записываемыми 
относительно плотностей потоков эффектив-
ного излучения следующим образом [6]:
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Численное моделирование связано с опреде-
лением полей температур и плотностей потоков 
излучения, а также динамики толщины слоя се-
рой полупрозрачной среды в зависимости от по-
глощательной способности фронта плавления. 
Теплофизические свойства материала образца 
близки к свойствам стекла: плотность ρs=2000  
кг/м3, коэффициент теплопроводности ls=1 Вт/
(м×K), температуропроводность as=10-6 м2/с, 
температура плавления Tf =1000 K, скрытая те-
плота фазового перехода γf=500 кДж/кг, показа-
тель преломления n = 1,5, коэффициент объем-
ного поглощения излучения в материале образ-
ца a = 10 м-1. Начальная толщина образца L

0
=0,1 

м и начальная оптическая толщина 100 == Lατ  
отражают оптимальный характер объемного 
взаимодействия излучения с материалом образ-
ца. Падающий поток излучения E*=200 кВт/м2, 
температура среды, окружающей левую грани-
цу T

1
 = 300 K, температура газа, окружающего 

правую сторону образца, со стороны источни-
ка излучения T

2
 = 900 K (меньше Tf). Коэффи-

циент теплоотдачи на левой границе h
1
 = 1 или 

10 Вт/(м2×K). Правая граница поддерживается 
при температуре плавления с нулевым значе-
нием внешнего, по отношению к границе, ре-
зультирующего, радиационно-кондуктивного 
потока тепловой энергии (условие классиче-
ского решения однофазной задачи Стефана). 
Коэффициенты отражения поверхностей обеих 
границ R

1,2
 = 0,1. При моделировании процес-

сов радиационно-кондуктивного теплообмена 
полагаем излучательные (поглощательные) спо-
собности границ e

1,2
 = A

1,2
 = 0. При переходе на 

задачу Стефана изменению подлежит излуча-
тельная (поглощательная) способность только 
правой поверхности, облучаемой и претерпе-
вающей фазовый переход границы в пределах 
e

2
=A

2
=0,1÷0,8. Предполагается, что это позво-

ляет смоделировать ситуацию, при которой по-
верхностные слои материала, претерпевающего 

фазовые переходы 1-го рода, гипотетически ме-
няют свои оптические свойства. 

В ходе моделирования определялись 
поля безразмерных значений температур 

fTtxT ),(),( =ηξθ , плотностей потоков результи-
рующего излучения 4

04),( fTtxE σ=Φ . При этом 
используется переменная x = x/L(t), позволяю-
щая фиксировать координату фронта фазового 
перехода в границах 0≤ξ≤1 [7]. Безразмерное 
время 2

0Ltas=η . Динамика фронта фазового пе-
рехода, L=L(t), дается в форме зависимости те-
кущего значения толщины твердой фазы от вре-
мени, либо в безразмерном виде, 0)()( LtLs =η .

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РЕШЕНИЯ

Рис.1  Температурное поле и поле ре-
зультирующей плотности пото-
ка излучения (1 – начало и 2 – 
конец фазового перехода).
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На рисунках 1  представлены кинетика по-
лей температур и радиационных потоков в слое 
с прозрачными границами при ее радиационно-
конвективном нагреве, а также – с прозрачной 
левой и частично поглощающей, пропускаю-
щей и отражающей правой границей, претер-
певающей фазовый переход первого рода при 
ε2=0,8 и теплоотдаче на левой границе h1=10 
Вт/(м2 К). Обращает на себя внимание моно-
тонный характер температурных линий θ(ξ,η) 
(без перегревов, рис. 1, а) с экстремумами по-
лей радиационных потоков Φ(ξ, η) (рис. 1, b). 

Важную роль играет конвективная состав-
ляющая теплоотдачи на левой границе.

На рис. 2 представлены результаты расчетов 
для случая, когда коэффициент конвективной 
теплоотдачи от левой границы снижается на по-
рядок (h1=1 Вт/(м2К)) по сравнению с предыду-
щими случаями (Рис. 1). При малом значении 
поглощательной способности правой границы 
(ε2=0,1) отмечается перегрев среды в слое, до-

стижение левой границей температуры фазово-
го перехода (рис. 2, а) и отсутствие экстремумов 
в значениях радиационных потоков (рис. 2, b). 
Это обстоятельство связано с высоким значени-
ем пропускательной способности правой грани-
цы (D2=0,8), и перегревом слоя внешним источ-
ником излучения в условиях слабой конвектив-
ной теплоотдачи левой границей пластины.

На рис. 3 представлены динамики положения 
фронта фазового перехода для различных значе-
ний степени черноты правой границы ε2 и коэф-
фициента конвективной теплоотдачи h1. Следует 
отметить, что на этап нагрева при h1=10 Вт/(м2К) 
(рис. 3, а) отводится меньше времени, чем при h1=1 
Вт/(м2К) (рис. 3, b). Положение фронта L сравни-
тельно слабо зависит от его степени черноты.

Из условия для классического решения за-
дачи Стефана (7) можно получить теплоотдачу 
на межфазной поверхности в зависимости от 
его оптических свойств. 

Предполагая, что образующийся слой 
жидкой фазы является изотермическим, т.е. 

0=
∂
∂

+δ

λ
x

l x
T , а также учитывая, что в этом слу-

чае fl TT ≡  запишем (7) в виде зависимости:

Рис.2  Температурное поле и поле ре-
зультирующего радиационного 
потока излучения (1 – начало и 
2 – конец фазового перехода).

Рис.3  Динамика фронта фазового пе-
рехода. 
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Здесь 2TTf − =const и первые два члена в 
скобках справа являются постоянными при 
фиксированных значениях оптических свойств 
фронта фазового перехода.

Последний член, )(2 δ−+ xED f , имеющий 
смысл плотности потока излучения, выходяще-
го из объемно излучающей и поглощающей пла-
стины, изменяется во времени в связи с умень-
шением толщины твердой фазы. Следователь-
но, коэффициент теплоотдачи за счет испарения 
пленки жидкой фазы является функционалом 

))(,,,( 22222 tLDAhh fffff αε≡= ,
где αε ,,, 222 fff DA  − характеризуют опти-

ческие свойства границ пластины и среды ее 
формирующие. 

В безразмерных параметрах (12) имеет вид:
( )
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),1(4)(
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22
*

22

N
DDAK

θ
ηεη

−
Φ−−Φ+=

+

где sf LhK λη 02)( =  – критерий, подобный 
критерию Био, ( )0

3
04 LTN fs σλ=  – радиационно-

кондуктивный параметр. 
При фиксированных значениях оптических 

свойств фронта фазового перехода, ffA 22 ε≡ , 
коэффициент теплоотдачи за счет испарения 
пленки жидкой фазы функционально зависит от 
оптической толщины, α·L(t), образца, сокраща-
ющейся в процессе плавления. Моделирование 
процессов теплообмена в твердой фазе полу-
прозрачной пластины с оптическими свойства-
ми фронта фазового превращения, ffA 22 ε≡ , в 
широком диапазоне их значений сопряжено с 
изменениями направления суммарного потока 
тепловой энергии )(2 δ+Σ xq f , x=L(t). Условие 

0)(2 >+Σ δxq f  свидетельствует об оттоке те-
пловой энергии со стороны внешней границы 
жидкой фазы в окружающую среду. При этом 
из определения (7) вытекает условие,

( ) ),(222 δλ
δ

+−
∂
∂>−

+

xE
x
TTTh f

x
lff

 

при котором возможна ситуация прекращения 
фазового перехода. При 0)(2 <+Σ δxq f  суммарная 
тепловая энергия поступает во фронт фазового пе-
рехода через сечение x+δ, x=L(t) со стороны окру-
жающей среды. В этом случае движение фронта 
фазового перехода осуществляется за счет охлаж-
дения через левую (x=0) границу пластины.

На рис. 4 представлены безразмерный ко-
эффициент теплоотдачи K и поток тепла те-
плопроводностью со временем 

tttLTttLq s ∂∂−= )),(()),(( λ .

Рис. 4, а иллюстрирует кинетику измене-
ния коэффициента теплоотдачи жидкой фазы 
за счет испарения. Как видно, по мере роста 
поглощательной способности межфазной гра-
ницы проявляется нелинейный характер зави-
симости K=K(t) при снижении ее уровня из-за 
уменьшения пропускательной способности 
границы и соответствующей инверсией потока 
тепла теплопроводностью.

Зависимость плотности потока энергии тепло-
проводностью представлена на рис. 4, b, q(L(t),t), 
пересекающего межфазную границу в процессе 
фазового превращения. При значениях ε2<0,2 от-
мечается рост значений с максимальными значе-
ниями близкими по времени к завершению про-
цесса. Однако, при ε2≥0,3, q переходит в область 
отрицательных значений, т.е. поток энергии те-
плопроводностью пересекает межфазную грани-
цу со стороны изотермической пленки жидкой 
фазы, нагреваемой внешним излучением. При 
этом процесс фазового превращения затягивает-
ся во времени более чем в 2 раза по сравнению 
с продолжительностью процесса фазового пере-
хода при малых ε2  (~1500 с).

Рис.4  Зависимость K(η) и q(L(t),t) от 
времени при разных степенях 
черноты ε2.
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ЛИТЕРАТУРА

Использование приближения классического 
решения задачи Стефана, которое в рассматри-
ваемых условиях основано на предположении, 
что поток тепловой энергии, формирующейся 
при испарении жидкой фазы в окружающее про-
странство уравновешивается потоком резуль-
тирующего излучения, поступающим извне, 
со стороны источника излучения,  оказывается 
эффективным в широком диапазоне значений ε2 
и физически оправданным. Последнее связано 
с тем, что физическое объяснение перегревов 
твердой фазы и соответствующей неустойчиво-
сти решения задачи Стефана, по видимому свя-
зано с условиями вынужденного сопряжения 
неравновесной жидкой фазы с фронтом фазово-
го превращения, определяемого в равновесных 
условиях.  Эффективность приближения клас-
сического решения определяется возможностью 
инверсий потоков тепловой энергии как тепло-
проводностью (при ε2 ≥0,3), так и результирую-

щим излучением (при ε2≥0,5) в жидкой фазе в 
условиях рассмотренной задачи. 

Искусственное поддержание равновесно-
го состояния внешней среды, примыкающей к 
жидкой фазе при нулевом значении потока энер-
гии, на порядок ускоряет процесс плавления по 
сравнению с вариантом наличия неравновесно-
сти, вызванной подводом потока тепловой энер-
гии, и, оказывается, сопоставим по времени с 
процессами плавления твердой фазы, имеющей 
абсолютно черную границу фазового превраще-
ния. 

Тем самым, представляется возможным, в за-
висимости от условий теплообмена на внешней 
стороне границы пластины, претерпевающей 
фазовый переход, осуществлять моделирование 
тепловых процессов применительно к разра-
боткам как эффективной тепловой защиты, так 
и совершенной технологии плавления (испаре-
ния) слоев полупрозрачных материалов.

ВЫВОДЫ


