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Рассматривается математическая модель 
распространения катящихся волн на поверх-
ности вертикальной пленки жидкости, учи-
тывающая тепломассооперенос на межфазной 
поверхности. Построены семейства обобщен-
ных решений уравнения катящейся волны, в 

которых бегущие волны сопрягаются через 
сильный и слабый разрывы друг с другом или 
с “остаточной” толщиной. Эти решения ка-
чественно моделируют стекание пленочного 
конденсата и испаряющейся пленки жидкости 
по вертикальной поверхности теплообмена.

Теплообмен при конденсации неподвижно-
го насыщенного пара на вертикальной поверх-
ности был впервые рассмотрен Нуссельтом 
[1] для случая ламинарного течения пленки 
конденсата. Однако теория Нуссельта спра-
ведлива лишь при малых значениях числа 
Рейнольдса. Уже при числах Рейнольдса по-
рядка нескольких единиц в стекающей плен-
ке образуются волны, интенсифицирующие 
теплообмен [2]. Приоритетные исследования 
волновых течений тонких слоев вязкой жид-
кости по твердой поверхности проведены 
Капицей [3]. Автор отмечал, что подобные те-
чения можно, скорее, характеризовать не как 
волновые, а как скатывание по стенке капель 
жидкости растянутой формы. В дальнейшем 
теоретические и экспериментальные иссле-
дования пленочных течений, в том числе с 
учетом тепломассопереноса на свободной по-
верхности, проводились во многих работах, 
например в [4-8]. При этом в [5] показана воз-
можность существования бегущих волн на 
поверхности вертикально стекающей пленки 
жидкости даже без учета влияния поверх-
ностного натяжения и получено уравнение, 
описывающее распространение таких волн. 

Точные разрывные решения этого уравнения 
качественно соответствуют результатам экс-
периментов [5]. Полученные в [6] катящие-
ся волны имеют большую основную часть и 
движущийся впереди неё с той же скоростью 
предвестник капиллярной природы, имеющей 
вид затухающей гармонической волны. В этой 
работе были также исследованы волновые ха-
рактеристики двумерных стационарных катя-
щихся волн на вертикальной пленке жидко-
сти. Было показано, что характеристики волн 
большой амплитуды на тонкой вертикальной 
пленке сильно зависят от вязкости жидкости 
и могут иметь некапиллярную природу. В ка-
честве рабочих жидкостей использовались 
вода, водные растворы глицерина и этилового 
спирта. Вязкость варьировалась от 0.9∙10-6 до 
11.2∙10-6 м2/с. Волны образовывались на не-
котором расстоянии от места истечения жид-
кости, их амплитуда быстро возрастала, затем 
происходил выход на стационарный режим. 
Наблюдалась линейная зависимость фазовой 
скорости катящихся волн от их амплитуды, 
при этом скорость не зависела от среднего 
расхода жидкости и слабо от поверхностного 
натяжения. В [8] на основе обработки большо-
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го объема экспериментальных данных была 
предложена оригинальная “модель бора”, свя-
занная с эффектом “бульдозера”, когда при 
сохранении автомодельности профиля волны 
объем жидкости в ней увеличивается, также 
увеличивается высота волны и уменьшается 
толщина непрерывного слоя.

Несмотря на большое количество теоре-
тических и экспериментальных работ, посвя-
щенных изучению различных видов и режи-
мов пленочных течений (например, ручейко-
вые течения, пленочные течения в спутном 
потоке газа, течения по структурированным 
поверхностям), физика волнообразования 

на поверхности тонких слоев жидкости ис-
следована недостаточно. В частности недо-
статочно изучена гидродинамика пленочных 
течений с учетом тепломассопереноса на 
поверхности раздела газ-жидкость. В насто-
ящей работе рассматривается модель, учи-
тывающая тепломассоперенос на межфазной 
поверхности при стекании тонкой пленки 
жидкости по вертикальной стенке в режиме 
катящихся волн. Построены семейства обоб-
щенных решений уравнения катящейся вол-
ны, в которых бегущие волны сопрягаются 
через сильный и слабый разрывы друг с дру-
гом или с “остаточной” толщиной.

В рамках длинноволнового приближения, 
когда толщина пленки ( , )h h x t=  много меньше 
характерной длины волны, для описания пле-
ночного течения с учетом тепломассоперено-
са на межфазной поверхности при медленном 
течении справедливо приближение погранич-
ного слоя. Пусть ось x  направлена вдоль по-
верхности стекания по направлению стекания 
пленки, а ось y  направлена по нормали к по-
верхности стекания. На твердой поверхности 
при 0y =  ставится условие прилипания и за-
дается температура стенки wT . На свободной 
поверхности при ( , )y h x t=  ставится условие 
отсутствия касательного напряжения и зада-
ется температура насыщения sT . На изотер-
мической свободной поверхности выполнено 
кинематическое условие

,  ,h h b Tv u b const
t x h r   

(1)

где ,u v  – компоненты вектора скорости, λ  
– коэффициент теплопроводности, ρ  – плот-
ность жидкости, r  – теплота фазового пере-
хода, s wT T TΔ = − .

В рамках длинноволнового приближения 
выражение для профиля скорости имеет вид [9]

2 2

2

2
2
gh y yu

h h
,   (2)

где ν  – кинематическая вязкость, g  – уско-
рение свободного падения. Из (2), путем ин-
тегрирования по толщине пленки, получаем 
значение среднего по сечению расхода жидко-
сти 3 (3 )q gh . С учетом этого в безразмер-
ных переменных изменение толщины пленки 
жидкости h  описывается дифференциальным 
уравнением катящейся волны

31
3

h h
t x h

   (3)

где 3/ ( )b gl  безразмерный параметр, в 
котором l  – характерный масштаб длины. 

Решения уравнения (3), зависящие толь-
ко от временной переменной t , когда 0xh = , 
имеют вид

2( , ) 2h H t tη β η= = + .  (4)
Эти решения описывает рост во времени 

начальной толщины пленки η . Уравнение (3) 
допускает автомодельные решения типа бегу-
щих волн 

( )0 0, , , 2 ( )h h x t x V V xβ ξ±= = ± − ,  (5)
зависящие от переменной x Vtξ = − , где V  

– скорость волны.
Комбинируя решения (4) и (5) можно по-

строить непрерывные решения

0

( , ),   ( ),
( ),   ( ) ( ),

( , )
, ,

,   ( ) ,
,
l

r

H t x a t
h h a t x b t

H t
x t x V

b t x
  (6)

в которых бегущая волна h±  через слабые 
разрывы соединяется с двумя различными 
“остаточными” глубинами ( , )lH t η  и ( , )rH t η , 
где a(t) и b(t) - границы бегущей волны. 
Используя формулы (4) и (5) можно также по-
строить непрерывные решения (рис.1)
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где 

0 0( ) ( ) (( ), , , )( ), , , bb t t x V b th h h tt x V ,  (8)
моделирующие стекание по “остаточной” 

глубине H  уединенных капель с непрерыв-
ным профилем свободной поверхности. Эти 
решения, для существования которых должны 
выполняться условия >V V− + , (0)bV hη+ ≤ < , 

0 0x x ω+ −− < , представляют собой бегущие со 
скоростями V+  и V−  волны повышения h+  и 
понижения h− , сопряженные с остаточной глу-
биной H  через слабые разрывы, которые рас-
положены на линиях ( )x a t=  и ( )x c t= .

Поскольку при 0h >  уравнение (3) является 
гиперболическим, оно допускает обобщенные 
решения с сильными разрывами, на фронтах 
которых выполнены условия Гюгонио [10]. 
Решение (7) является непрерывным до момента 

времени 1 0 0( ) / (4 ) ( ) / ( )T V V x x V Vβ + −
− + − += − + − − . 

При 
1t T>  в решении (7) на линии х=b(t) воз-

никает сильный разрыв, который постепенно 
“поглощает” волну понижения h−  и при ≥ 2t T , 
где b(T2)=c(T2), волна понижения h−  переста-
ет существовать, а решение (7) принимает вид 
(рис.2)
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при котором сильный разрыв продолжает 
распространяться по остаточной глубине H . 
Поскольку остаточная глубина H  растет бы-
стрее, чем глубина жидкости в капле (рис.2), 
в некоторый момент времени 3 2T T>  “остатч-
ная” глубина полностью поглощает каплю.

На рисунках 1-3 приведены графики точных 
решений уравнения (3), соответствующие ре-
жимам конденсации (при значении параметра 

1β = , рис. 1-2) и испарения ( 1β = − , рис.3). 

На рисунках 1 и 2 на пять последователь-
ных моментов времени приведены графики 
решения (7) при 1V+ = , 3V− = , 1η = , 0 0.5x + = ,

0 1x − = . На начальном временном ин-

тервале 3[0, ]t , где 
3 1 0.25t T= = , приве-

денном на рис.1, решение (7) являет-
ся непрерывным (8). На рис.2 приведе-
ны графики решения (7) при ≥ =1 0.25t T , 
когда оно становится разрывным.

На рис.3 на пять последовательных момен-
тов времени приведены графики решения 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

Рис.1  Профили непрерывного реше-
ния (7), моделирующего стека-
ние уединенной капли. Линия 
1 – 1 0t = , линия 2 – 2 0.125t = , 
линия 3 – 3 0.25t = .

Рис.2  Профили решений (7) и (9), мо-
делирующих стекание уединен-
ной капли, на переднем фронте 
которой формируется сильный 
разрыв, на три момента време-
ни. Линия 3 – 3 0.25t = , линия 4 
– 4 0.5t = , линия 5 – 5 0.8t = .
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уравнения (3), где 2V+ = , 6V+ = , 0 4.0x + = , 
0 2.0x − = , 2η = . В этом решении глубина 

“остаточного” слоя и глубина жидкости в 
капле постепенно уменьшаются. Поскольку 
глубина “остаточного” слоя уменьшается бы-
стрее, чем глубина жидкости в капле, реше-
ние (10) моделирует процесс формирования 
капель конечного размера из малых возмуще-
ний на поверхности стекающей испаряющей-
ся пленки жидкости.

Рис.3  Профили решения (10), модели-
рующего стекание уединенной 
капли при испарении жидко-
сти. Линия 1 – 1 0t = , линия 2 – 

2 0.5t = , линия 3 – 3 1.0t = , линия 
4 – 4 1.5t = , линия 5 – 5 1.99t = .

Рассмотрена модельная задача о стека-
нии тонкой пленки жидкости по вертикаль-
ной стенке с учетом тепломассопереноса на 
межфазной поверхности в режиме катящих-
ся волн. Представлены семейства обобщен-

ных решений уравнения катящейся волны. 
Данные решения качественно моделируют 
стекание пленочного конденсата и испаряю-
щейся пленки жидкости по вертикальной по-
верхности теплообмена.
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