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Рассматривается течение тонкой пленки 
вязкой ферромагнитной жидкости, стека-
ющей в поле тяжести вдоль вертикального 
цилиндра большого радиуса.  По данному 
цилиндрическому проводнику течет пере-
менный ток. В этом случае кроме силы тя-
жести на пленку действует сила со стороны 
переменного во времени пространственно 
неоднородного магнитного поля. Рассматри-

ваются аксиально-симметричные возмуще-
ния на пленке. При малых числах Рейнольдса 
для длинноволновых возмущений задачу уда-
ется свести к исследованию одного уравне-
ния, описывающего эволюцию возмущений 
толщины пленки. Для случая, когда ток пред-
ставляет собой ударную во времени ступень-
ку, приведены некоторые численные решения 
полученного уравнения.

Известно, что нелинейные волновые режи-
мы свободно стекающей пленки обусловлены  
развитием линейной неустойчивости исход-
ного плоско-параллельного течения с посто-
янной толщиной. Существенное отличие тече-
ния жидкого ферромагнетика в неоднородном 
магнитном поле от обычной жидкости связа-
но с наличием объемной магнитной силы, на-
правленной перпендикулярно скорости пото-
ка [1, 2].  Данная пондемоторная сила может 
заметно сказаться на устойчивости течения. В 
различных постановках задача о пленочном 
течении ферромагнитной жидкости исследо-
валась во многих работах. Так, например, в 
[3] рассмотрена задача о волновых режимах 
течения тонкого слоя магнитной жидкости, 
стекающего по вертикальному проводнику, по 
которому течет постоянный ток, при умерен-
ных числах Рейнольдса. В длинноволновом 
приближении получена система нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающая 

распространение осесиммметричных возму-
щений конечной амплитуды. Построены не-
которые численные решения полученной си-
стемы. В работе [4]  рассматривалось влияние 
нестационарной магнитной силы на волновые 
режимы течения. Рассматривались простран-
ственные периодические возмущения. Одним 
из существенных факторов, обуславливаю-
щим особенности их эволюции,  являлось то, 
что граница области линейной неустойчиво-
сти изменялась со временем. Так, например, 
возмущения с волновыми числами  близки-
ми  к нейтральному волновому числу обычно 
притягиваются к стационарно-бегущему вол-
новому режиму. Поэтому, если вначале волно-
вое число лежало  в области неустойчивости, 
но было близко к нейтральному волновому   
числу,  то со временем оно могло стать устой-
чивым. Это приводило к прекращению роста 
данного возмущения и  к его последующему 
затуханию. 

АННОТАЦИЯ

ВВЕДЕНИЕ
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Тонкая пленка вязкой ферромагнитной 
жидкости стекает  вниз по вертикальному ци-
линдрическому проводнику радиуса R  в поле 
силы тяжести. Толщина пленки мала по срав-
нению с радиусом проводника. По проводнику 
течет переменный ток  tFI0  (здесь  tF  произ-
вольная безразмерная функция).

Введем цилиндрическую систему коорди-
нат. Ось z  совпадает с осью симметрии про-
водника и направлена вниз по течению (совпа-
дает с направлением силы тяжести). Границе 
проводника отвечает координата ,Rr   грани-
це невозмущенной пленки –  0hRr  . 

Пондеромоторная сила, приходящаяся на 
единицу об’ёма жидкости, обусловлена неод-
нородностью магнитного поля линейного тока 
и имеет вид

.)(0 HMf


     
Здесь 0  – магнитная постоянная, H


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пряжённость магнитного поля, M


 – намагни-
ченность магнитной жидкости.

В цилиндрической системе координат маг-
нитное поле, создаваемое линейным током, 
имеет вид:
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        В случае малых чисел Рейнольдса  задачу 

удается свести к исследованию одного урав-
нения, описывающего эволюцию возмущений 
толщины пленки [4]. После некоторых преоб-
разований оно при-водится к виду:
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Здесь  )/(1)( 1
2  tF  , BoSC 2 ,  Rh /0 ,  

2/12))5Re/(41( WeBoS ,  0h  – толщина не-
возмущенной пленки, Bo – магнитное число 
Бонда,  Re – число Рейнольдса, We – число Ве-
бера, H – преобразованное отклонение толщи-
ны пленки от невозмущенного уровня. 

Уравнение (1) записано в системе отсчета, 
движущейся относительно стенки со скоро-
стью бесконечно малых нейтральных возмуще-

ний. В  случае  постоянного тока (когда функ-
ция const )( ) уравнение (1) переходит в  
известное уравнение Курамото-Сивашинского 
(К–С). Его исследованию посвящено доволь-
но много статей, из которых следует, что оно 
имеет чрезвычайно богатую картину решений. 
Так, например в [5] показано, что при значе-
нии волнового числа 1  от тривиального ре-
шения ответвляется семейство периодических 
решений, которое продолжается до волнового 
числа 4979.0 . Это так называемое первое 
семейство. В [6,7] продемонстрировано, как 
происходит последовательный каскад бифур-
каций, в результате которого рождаются все 
более сложные решения.

В данной работе ограничимся рассмотрени-
ем случая, когда ток представляет собой нарас-
тающую во времени ступеньку: 

))((1(5.0)( 0thF .     (2)

Зависимость тока в форме (2) взята  пото-
му, что она наиболее наглядно позволяет про-
демонстрировать стабилизирующее влияние 
магнитного поля на рассматриваемое пленоч-
ное течение. Для времен заметно отличающих-
ся от 0  функция )(F  практически постоян-
на, при 0   она равна нулю, а при 0   - единице. Таким образом, на этих временах 
уравнение (1) фактически представляет собой 
уравнение К–С. Только для значений 0)( F  областью неустойчивых волновых чисел явля-
ется интервал 10  , а при 1)( F  – 1/20 (1 )С . 
Другими словами, появление магнитной пон-
демоторной силы приводит к сужению области 
неустойчивости, т.е. течение становиться более 
устойчивым. Такая перестройка существенно 
влияет на развитие возмущений. 

Для нахождения нелинейных периодиче-
ских решений уравнения (1) они представля-
лись в виде пространственного ряда Фурье, 
гармоники которого являются функциями 
времени. При этом использовался  численный 
метод, описанный в  [8]. В приводимых ниже 
примерах брались следующие значения пара-
метров: 0.1, 0.1C   .

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Представленные ниже результаты числен-
ных расчетов демонстрирует некоторые ха-
рактерные изменения в эволюции периодиче-
ских возмущений.  

Даже для 0)( F  в случае  возмущений с 
достаточно малыми волновыми числами  кар-
тина волновых режимов становится достаточ-
но сложной. На их эволюцию  сильно влия-

РЕЗУЛЬТАТЫ 
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ет  конкретная начальная форма  возмущения 
(см., например, [8]). В этих случаях изменение 
положения волнового числа по отношению к 
границе области неустойчивости может суще-
ственно изменить характер эволюции. Почти 
во всех приводимых ниже примерах расчетов 
характерное время включения магнитного 
поля 0 100.   Для примера – исключения оно 
будет указано отдельно.

Наиболее проста и понятна  эволюция воз-
мущений  в той области  волновых чисел, где 
существует только одно стационарно-бегущее 
семейство решений. При 0)( F  эти  числа 
лежат в интервале 1554.0   . Решения этого 
семейства антисимметричны, а их скорость в 
данной системе отсчета равна нулю (см., напри-
мер, [6,7]). В точке 554.0**   от первого семей-
ства ответвляются два новых семейства с той же 
длинной волны и 0c . Внутри этого интервала 
все начальные возмущения эволюционируют к 
соответствующему решению семейства I . При-
мер такого развития возмущений показан на 
рис.1 – 2. Здесь волновое число 9.0 . 

 

 

На рис.1 представлена зависимость моду-
лей первых трех гармоник от времени (кривые 
1 – 3, соответственно). На рис.2 для двух раз-
личных моментов времени показаны профили 
волн. Здесь и на подобных рисунках приводи-
мых ниже  по оси абсцисс отложены три перио-
да волны /2(3    α).

Включение магнитного поля приводит к 
тому, что теперь это волновое число лежит 
ближе к границе области неустойчивости, ре-
шение по-прежнему притягивается к стацио-
нарному решению первого семейства, но име-

ющего меньшую амплитуду – сравните кривые 
1 (магнитное поле еще отсутствует) и 2 (маг-
нитное поле включено) на рис.2. 

На рис.3 представлено решение, которое в 
отсутствии магнитного поля эволюционирует к 
решению семейства, ответвившемуся от перво-
го в точке 554.0**  . Здесь показана зависи-
мость модулей первых двух гармоник от вре-
мени (кривые 1 – 2, соответственно), волновое 
число 0.55  . 

В этом примере форма профиля волны суще-
ственнро несинусоидальна, так как амплитуды 
первой и второй гармоник становятся соизме-
римыми между собой. Да и третья гармоники 
уже заметно отличаются от нуля (на рис.3 она 
не показана). Если волна первого семейства в 

Рис.1       Зависимость модулей гармоник от 
      времени: кривые 1, 2, 3 – первая, 
      вторая и третья гармоники, соот-
         ветственно.

Рис.2      Профили волны для двух момен-
   тов времени: кр.1 – 25,   
         кр.2 – 200.    

Рис.3       Зависимость модулей гармоник от 
      времени: кривые 1, 2, – первая и 
         вторая гармоники, соответственно.
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данной системе отсчета является стационар-
ной, то скорость стационарно-бегущей волны 
этого семейства меньше нуля. У него пропада-
ет антисимметрия по координате x, а модули 
абсолютных минимумов больше, чем абсолют-
ные максимумы.  

На рис.4 эти результаты представлены кри-
выми 1, 2. После появления магнитного поля 
данное решение  эволюционирует к первому се-
мейству – кривая 3. Видно, что эта кривая анти-
симметрична, а ее амплитуда меньше, чем ам-
плитуды первых двух кривых данного рисунка.

Одним из типичных является сценарий, при 
котором в процессе эволюции вторая гармони-
ка со временем становится преобладающей по 
сравнению с первой. Причем достаточно часто 

все нечетные гармоники с ростом  стремятся к 
нулю, и  решение притягивается к стационар-
ному с удвоенным волновым числом – 2 .  

Соответствующий пример показан на рис.5. 
Здесь волновое число 0.4  . Профили волн 
для двух моментов времени показаны рис. 6. 
Если на переходном этапе на временах 0  15 
профиль волны существенно несинусоидален, 
то после установления (τ > 15) волна вырожда-
ется практически в чисто синусоидальную с 
длинной волны равной половине первоначаль-
ной (поэтому при τ = 20 вместо трех периодов 
на данном интервале укладывается шесть длин 
волн). Для кривой 1 – магнитное поле еще от-
сутствует. Его появление и здесь приводит к 
уменьшению амплитуды предельной волны, 
но качественно характер эволюции при этом 
не меняется. Возмущение попрежнему  эво-
люционирует к решению из первого семейства 
(кривая 2 на рис.6), т.е. притягивается к стаци-
онарному с удвоенным волновым числом – 2 .

По мере продвижения в область меньших 
волновых чисел поведение решений в принци-
пе приобретает все более сложный характер. 
Так например, на рис.7 представлен режим, у 
которого значение α = 0.45. Здесь магнитное 
поле полностью отсутствует.  Можно сказать, 
что в этом примере в процессе эволюции воз-
мушения имеет место «волновая перемежае-
мость» – после притяжения к стационарному 
решению с 9.02   и достаточно. 

По мере продвижения в область меньших 
волновых чисел поведение решений в принци-
пе приобретает все более сложный характер. 
Так например, на рис.7 представлен режим, 

Рис.4      Профили волны для двух момен-
    тов времени: кр.1 – 25,   
         кр.2 –  75,   кр.3 – 150.   

Рис.6      Профили волны для двух момен
    тов времени: кр.1 – 50,   
          кр.2  –  150  . времени. 

Рис.5       Зависимость модулей гармоник от 
      времени: кривые 1, 2, – первая и 
         вторая гармоники, соответственно.
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у которого значение α=0.45. Здесь магнитное 
поле полностью отсутствует.  Можно сказать, 
что в этом примере в процессе эволюции воз-
мушения имеет место «волновая перемежае-
мость» – после притяжения к стационарному 
решению с 9.02   и достаточно длительного 
пребывания в очень близкой его окрестности, 
происходит отход от этого стационара, во вре-
мя которого первая гармоника снова становит-
ся преобладающей. 

Эта перестройка происходит в течение ко-
роткого промежутка времени, после чего ре-
шение снова притягивается к стационарному 
решению с 9.02  . При этом нужно подчер-
кнуть, что, хотя соответствующий рисунок 
здесь и не представлен, в отличие от преды-
дущего выхода на этот стационар, теперь на-
блюдается фазовый сдвиг на полдлины волны. 
После длительного пребывания в этом состо-
янии рано или поздно снова происходит срыв 
и т.д. Этот процесс продолжается регулярно, 
хотя и не строго периодически (сравните на 
рис.7 интервалы времени, в течение которых 
амплитуды гармоник остаются неизменными). 
Для тех же самых начальных значений рис.8 

демонстрирует поведение решения для случая 
появления магнитного поля (здесь 0 50  ). 

Качественно характер эволюции сохра-
нился. Как и на рис.7, для данного  решения 
имеет место «волновая перемежаемость». 
Хотя изменилось время жизни в окрестности 
стационарного решения из первого семейста 
и, естественно уменьшилась амплитуда этого 
стационара, так  как теперь его волновое число 
лежит ближе к границе области неустойчиво-
сти, чем в случае отсутствия поля. 

Такая разница в поведении двух волновых 
режимов, у которых волновые числа доста-
точно близки друг к другу, объясняется тем, 
что стационарное решение с 8.0  является 
устойчивым ко всем типам бесконечно малых 
возмущений (см., [6,7]). Наоборот, решение с 

9.0  неустойчиво, в частности, к возмуще-
ниям удвоенного периода ( 0.45  ). Естествен-
но,  последние присутствуют, так как решение 
строится в виде ряда (5) с 0.45  , и рано или 
поздно эта неустойчивость  срабатывает. Но, 
так как стационарного антисимметричного ре-
шения с таким   нет (см. [6,7]), то оно снова 
притягивается к стационару с 2 . В последу-
ющем этот процесс повторяется.

Рис.7       Зависимость модулей гармоник от 
      времени: кривые 1, 2, – первая и 
         вторая гармоники, соответственно.

Рис.8       Зависимость модулей гармоник от 
      времени: кривые 1, 2, – первая и 
         вторая гармоники, соответственно.

Представленное в работе уравнение (1) 
является перспективым для моделирования 
воздействий активных возмушений на вол-
новые режимы течения стекающих пленок 
жидкости. Несмотря на то, что в настоящей 
работе проделаны далеко не подробные рас-
четы, но даже и они позволяют продемон-
стрировать, что:  

основной эффект стабилизации волн обуслов-
лен тем, что появление объемной пондемоторной 
магнитной силы перпендикулярной скорости не-
возмущенного течения приводит к сужению об-
ласти линейной неустойчивости; 

ясно, что подобный стабилизирующий эффект 
должна создавать и любая другая  объемная  сила, 
обладающая подобными характеристиками.
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