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Предложена оригинальная модель кавита-
ции высоковязкой газонасыщенной жидкости 
при ее быстрой декомпрессии, заключающаяся 
в корректном учете в кинетических уравнени-
ях, описывающих процесс суммарной дегаза-
ции, эффекта формирования вокруг образую-
щихся и растущих кавитационных пузырьков 

диффузионных погранслоев, нуклеация новых 
пузырьков в которых существенно подавлена, 
что связано с сильной зависимостью частоты 
зародышеобразования от пересыщения. Пред-
ставленная модель позволяет детально опре-
делить структуру кавитирующей жидкости, а 
также описать ее дальнейшую фрагментацию. 

При моделировании фазовых переходов в 
первую очередь встает вопрос о механизме их 
протекания. Теоретический анализ показыва-
ет, что в значительной части случаев в данном 
процессе выделяются две ярко выраженные 
стадии [1]. Первая из них – стадия нуклеации, 
на которой образуется основное число устой-
чиво растущих зародышей новой (стабильной) 
фазы. Нелинейная природа нуклеации, выра-
жающаяся в очень сильной зависимости скоро-
сти зародышеобразования от степени метаста-
бильности материнской фазы [2], определяет 
скоротечность этой стадии в масштабах харак-
терного времени создания метастабильности. 
И если начало стадии нуклеации обуславлива-
ется действием факторов, создающих метаста-
бильность, то ее окончание связано со сниже-
нием степени метастабильности, что связано 
с переходом части вещества метастабильной 
фазы в зародыши стабильной фазы, который 
сопровождается выделением (поглощением) 
скрытой теплоты фазового перехода, вопре-
ки продолжающемуся действию указанных 
факторов, если они, конечно же, продолжают 
действовать во время фазового перехода. Надо 
отметить, что по истечении стадии нуклеации 
доля новой фазы еще относительно мала. Это 

объясняется тем, что образования даже неболь-
шой доли новой фазы достаточно для того, что-
бы частота нуклеации уменьшилась на порядки 
по сравнению с начальной (частотой в момент 
начала фазового перехода). Основная часть ма-
теринской фазы переходит в стабильное состо-
яние за счет дальнейшего роста образовавших-
ся на стадии нуклеации зародышей новой фазы 
при практически неизменном их количестве. 
Описание данной стадии фазового перехода 
при постепенном создании метастабильности 
подобно описанию аналогичной стадии после 
мгновенного создания метастабильности, с 
единственной лишь разницей в том, что пере-
ход основной массы вещества из метастабиль-
ного состояния, достигнутого на момент нача-
ла стадии нуклеации, в стабильное состояние 
происходит на фоне продолжающегося дей-
ствия факторов, создающих метастабильность. 
При этом интенсивность действия факторов, 
создающих метастабильность, количество об-
разовавшихся на стадии нуклеации зародышей 
новой фазы и скорость их роста оказываются 
связанными между собой таким образом, что 
на конечной стадии процесса практически все 
вещество быстро переходит в новое состояние 
(однако длительность этой стадии все же на-
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Прежде чем перейти к постановке задачи, от-
метим некоторые уникальные свойства магмати-
ческого расплава. Это, прежде всего, наличие в 
магме большого количества растворенных лету-
чих компонентов (преимущественно воды, кон-
центрация которой может достигать     5-7% по 
массе; концентрация других газов, таких как дву-
окись углерода, серы и прочих мала (в совокуп-
ности < 1%), а также высокую вязкость магмы, 
которая варьируется в диапазоне от 102 до 1012 
Па∙с, в зависимости от концентрации растворен-
ных газов и содержащихся в ней кристаллитов.

Динамическая вязкость магмы в достаточно 
широком диапазоне концентраций растворенного 
газа с хорошей точностью подчиняется закону [3]

)}.)/(({exp=),( * TkCECT Bl 
 
Как видно, зависимость вязкости от темпе-

ратуры имеет аррениусовский характер, при 
этом энергия активации E  является функци-
ей концентрации растворенного газа C и име-
ет вид: )(1=)( * CkECE ; *E  ; *

E  − энергия 
активации для «сухого» расплава; k  − эмпи-
рический коэффициент; *  − предэкспоненци-
альный множитель.

Зависимость равновесной концентрации 
растворенного в магме газа Ceq от давления p 
определяется законом Генри [3]:

,=)( pKpC H
eq

     (1)

где HK  — постоянная Генри. Для воды   
1/2=  (для углекислого газа, к примеру, 
1= ).

Рассмотрим объем газонасыщенного маг-
матического расплава, который в начальный 
момент времени подвергается быстрой де-
компрессии (давление падает со значения ip  
до значения fp ; fii ppp  = ). Согласно 
закону Генри, при падении давления газ, рас-
творенный в жидкости, оказывается в пересы-
щенном состоянии, в результате чего в жидко-
сти начинают спонтанно зарождаться и расти 
газовые пузырьки. Как будет показано ниже, 
в процессе роста пузырьков вокруг них фор-
мируются диффузионные погранслои, вероят-
ность нуклеации других пузырьков в которых 
существенно подавлена. Тем самым, рассма-
триваемая задача аналогична задаче о кристал-
лизации переохлажденного расплава, рассмо-
тренной в работе [4]. Модифицируем данное 
решение применительно к кинетике кавитации 

МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА 

много больше, чем стадии нуклеации). Если же 
действие факторов, создающих метастабиль-
ность, прекращается до начала фазового пере-
хода, возможна ситуация, когда в новое состо-
яние переходит только часть вещества (что по 
большей части зависит от изначально достиг-
нутой степени метастабильности).

Наибольший интерес и наибольшую слож-
ность при изучении фазовых переходов пред-
ставляет, конечно же, стадия нуклеации. 
Здесь тесно переплетаются вопросы термо-
динамики малых систем, кинетики процесса 
нуклеации зародышей новой фазы и механиз-
ма их роста в широком диапазоне размеров, 
корректного учета эффекта коллективного 
влияния ансамбля растущих зародышей но-
вой фазы на состояние исходной метаста-
бильной фазы и т. д. Все это в совокупности 
с действием факторов, создающих метаста-
бильность, воплощается в виде сложной, 
сильно нелинейной математической пробле-
мы, описываемой системой интегро-диффе-
ренциальных уравнений, полного решения 
которой на данный момент времени нет.

Несмотря на значительные усилия, предпри-
нятые при исследовании кавитации вязких га-
зонасыщенных жидкостей, до сих пор не суще-
ствует корректной модели, которая позволила бы 
рассчитать конечное число образующихся в про-
цессе пузырьков, а также их функцию распреде-
ления по размерам. Поэтому в большинстве ра-
бот нуклеацию пузырьков считают мгновенной, 
а их число определяют либо из эксперимента, 
либо на основе достаточно грубых оценок. Тем 
самым исключают из рассмотрения стадию за-
рождения кавитации, ограничиваясь только рас-
смотрением динамики роста пузырьков [3].

В настоящей работе представлена кине-
тическая модель кавитации газонасыщенной 
жидкости, включающая как стадию нуклеации 
зародышей кавитации, так и стадию дальней-
шего их роста. В качестве модельной жидко-
сти рассматривается газонасыщеный магма-
тический расплав, исследование кавитации 
которого актуально при моделировании вул-
канических извержений, т. к. интенсивность 
кавитации в значительной степени и предо-
пределяет сценарий извержения. 



СБОРНИК НАУЧНЫХ СТАТЕЙ      СОВРЕМЕННАЯ НАУКА
2012

MODERN SCIENCE       COLLECTION OF RESEARCH PAPERS
№ 2 (10)

241© Чернов А.А., Пильник А.А.

Рис.1   Схематическое изображение ро-
    ста пузырьков в рамках «ячеи-
       стой» модели.

газонасыщенной жидкости, проведя аналогию 
между температурными погранслоями, фор-
мирующимися вокруг растущих кристаллов, и 
диффузионными погранслоями вокруг образу-
ющихся кавитационных пузырьков.

Частоту нуклеации зародышей кавитации, 
состоящую из гомогенной и гетерогенной со-
ставляющих, определим согласно [2]: 
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где )/(316= 23* pW  — работа образования 

критического зародыша кавитации в гомоген-
ном процессе (радиус критического зародыша  

pR /2=*  ); σ — поверхностное натяжение;   
Rg ppp  = — разность между давлением 

газа в пузырьке gp  и давлением окружающей 
среды Rp  на границе пузырька, которая с помо-
щью закона Генри может быть выражена через 
пересыщение, т. е. через разность текущей кон-
центрации газа и равновесной концентрации 
газа при текущем давлении; B  — кинетиче-
ский коэффициент; mN  — число потенциаль-
ных центров гомогенного зарождения (в дан-
ном случае — число молекул воды в единице 
объема расплава); hN  — число потенциальных 
центров гетерогенного зарождения (суммиро-
вание ведется по всем примесным частицам). 
Нетрудно показать, что при определенном пе-
ресыщении вклад гомогенной составляющей 
в суммарный процесс дегазации становится 
преобладающим. Очевидно, что описание ге-
терогенной нуклеации зародышей кавитации 
затруднено ввиду большого числа случайных и 
сложно определяемых параметров, от которых 
в значительной степени зависит ход процесса. 
Поэтому здесь ограничимся описанием лишь 
гомогенного зародышеобразования. Гетероген-
ное зародышеобразование рассмотрим только 
качественно.

Пусть в начальный момент времени в пе-
ресыщенном расплаве образовался и начал 
расти надкритический газовый пузырек (до-
критические пузырьки неустойчивы и схло-
пываются под действием сил поверхностного 
натяжения). Рост пузырька опишем в рамках 
«ячеистой» модели, согласно которой каждому 
пузырьку присваивается некая сферическая об-
ласть расплава, на границе которой выполня-
ются условия симметрии (рис.1). Ячейки при 
этом полностью заполняют весь объем.

Динамику роста пузырька опишем моди-
фицированным уравнением Рэлея–Плессета, 
которое учитывает возникающий в процессе 
диффузионного роста пузырька градиент вяз-
кости расплава в радиальном направлении (из-
за формирующегося вокруг пузырька градиен-
та концентрации растворенного газа): 

,ˆ42

=)(3/2)( 2

R
R

R

ppRRR Sgl

    
(2)

где R  — радиус пузырька; ̂  — «эффек-
тивная» вязкость расплава, которая имеет вид:

),()/(3=ˆ 3

3
43 S

S
RdrrrR

S

R

 
   

(3)

где S  — радиус ячейки. Нетрудно показать, 
что в случае однородной вязкости расплава 
«эффективная» вязкость равна просто вязко-
сти, и уравнение (2) становится классическим 
уравнением Рэлея–Плессета.

 Ввиду большой вязкости магматических 
расплавов (даже при начальных концентрациях 
растворенной воды) инерционными членами в 
уравнении (2) в расчетах заведомо можно пре-
небречь.

Рост пузырька в общем случае происходит 
по следующему сценарию. В начальный мо-
мент времени давление газа в пузырьке gp  
равняется начальному давлению в расплаве до 
его декомпрессии ip . Это связано с тем, что 
концентрация растворенного в расплаве газа 
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сразу же после декомпрессии остается равной 
равновесной концентрации при начальном дав-
лении. А следовательно, в соответствии с зако-
ном Генри, начальное давление газа в пузырьке 
равно начальному давлению в расплаве.

По мере роста пузырька давление в нем по-
степенно падает, вследствие чего на его грани-
це начинает нарушаться условие равновесия. 
Это приводи8т к десорбции газа из расплава. 
В свою очередь, понижение концентрации рас-
творенного в расплаве газа на границе пузырь-
ка приводит к диффузионному потоку, опре-
деляющему скорость изменения массы газа в 
пузырьке. Для нахождения последнего требу-
ется решить следующую краевую задачу.

Концентрация растворенного в расплаве 
газа ),( trC  вокруг пузырька в процессе его 
роста описывается уравнением диффузии, от-
ражающим сферическую симметрию задачи:

,1=)( 2
2 r

CDr
rrr

Crv
t
C

l

   
(3)

где D  — коэффициент диффузии газа в рас-
плаве;

 2

2

=)(
r
RRrvl

  — скорость расплава на рас-
стоянии r  от центра пузырька, полученная из 
уравнения неразрывности.

В начальный момент времени
iCC    при  0t     (4)

где )(= i
eq

i pCC  — начальная концентрация 
растворенного в расплаве газа, равная равно-
весной концентрации при начальном давлении.

На границе пузырька выполняется 
)( g

eq pCC  при Rr     (5)
В качестве второго граничного условия за-

пишем закон сохранения массы газа в ячейке 
(аналогичным условием является отсутствие 
диффузионного потока на границе ячейки):
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R
mg CSdrrrCR 323

3
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(6)

Если рассматривать рост одиночного пу-
зырька, вторым граничным условием являет-
ся условие на бесконечности, заключающееся 
в равенстве концентрации растворенного газа 
исходной на большом расстоянии от пузырька:

iCC  при .r      (7)
В случае, когда размер пузырька много 

меньше размера ячейки 1/= SRR  гранич-
ное условие (6) с хорошей точностью может 
быть заменено условием на бесконечности (7). 

Т. к. нуклеация зародышей кавитации проис-
ходит только на начальной стадии процесса, 
использование граничного условия (7) на этой 
стадии может быть вполне оправданным. На 
более поздних временах следует использовать 
условие (6).

Систему (3) – (6) следует дополнить урав-
нением состояния газа в пузырьке (газ считаем 
идеальным)

,=
3
4 3 Tk

M
m

pR B
g

g
g  

 
где gM  — молекулярная масса газа, gm  — 

масса газа в пузырьке.
Найдя распределение концентрации газа во-

круг пузырька, получим скорость изменения 
массы газа в пузырьке:

,4=
=

2

Rr
l

g

r
CDR

dt
dm

    
(8)

Решение приведенной краевой задачи упро-
щается, если устанавливается квазистационар-
ное состояние, при котором концентрация так 
медленно меняется со временем, что можно 
принять 0/  tC  (а также пренебречь кон-
вективным членом в уравнении (3)). Такое при-
ближение вполне оправдано при относитель-
но небольших скоростях роста пузырька, что 
характерно для высоковязких сред. В данном 
случае

}./)(
{)(1= 1

rRCC
RCCRC

RS

RS  
    

(9)

Подставляя (9) в (8), получим:

.)()(14= 1 RCCRD
dt
dm

RSl
g  

 
В общем случае приведенную выше систе-

му уравнений можно решить только численно. 
Однако для первичного анализа полезно рас-
смотреть асимптотические стадии роста пу-
зырька.

На начальной стадии процесса давление в 
пузырьке меняется незначительно (и равно на-
чальному давлению в расплаве: ig pp  ). Сле-
довательно, диффузионный поток газа

,
4

exp)(=)( ** t
p

RRRtR
i

i
i

             
(10)

где iR  — начальный (надкритический) ра-
диус пузырька, в выборе которого, вообще го-
воря, есть некий произвол.

На более поздней стадии процесса, когда 
между пузырьком и окружающей его средой 
устанавливается динамическое равновесие 
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(в пренебрежении лапласовским давлением 
fg pp ; )()( f

eq
g

eq pCpC ),  зависимость радиу-
са пузырька от времени принимает вид:

,=)( tDtR fef                 (11)

где igflfef CDD )/(2=   — «эффективный» 
коэффициент диффузии; )(= fii CCC   — 
начальное пересыщение расплава; )(= f

eq
f pCC   

— равновесная концентрация газа при конеч-
ном давлении; )/(= TkpM Bfggf   — плотность 
газа в пузырьке при конечном давлении, опре-
деляемая из уравнения состояния. Механизм 
роста пузырька, подчиняющийся закону (11) 
называют диффузионным (или тепловым).

Очевидно, что при малых числах Пекле 
1)/(=Pe 2 DRp   экспоненциальная стадия 

характеризуется очень малым промежутком 
времени, в то время как диффузионная стадия 
продолжительна. Ввиду большой вязкости маг-
матических расплавов условие Pe << 1 выпол-
няется в большинстве случаев.

 
Рис.2 иллюстрирует зависимость вязкости 

расплава вокруг пузырька от радиальной ко-
ординаты в произвольный момент времени. Из 
рисунка видно, что значение вязкости вблизи 
пузырька может быть существенно выше, чем 
вдали от него, что еще раз подтверждает необ-
ходимость использования в расчетах «эффек-
тивной вязкости».

На рис.3 показана зависимость радиуса пу-
зырька от времени, расчитанная с учетом и без 
учета формирующегося градиента вязкости. 

Из рисунка видно, что неучет последнего мо-
жет привести к существенной ошибке. Так, 
длительность экспоненциальной стадии роста 
в упрощенной постановке может быть сильно 
затянута, что в значительной степени скажется 
на кинетике всего процесса.

Из соотношения (9) видно, что с прибли-
жением к растущему пузырьку концентрация 
газа (пересыщение) в расплаве уменьшает-
ся, т. е. вокруг пузырька формируется квази-
стационарный диффузионный пограничный 
слой. Ввиду очень сильной зависимости ча-
стоты нуклеации от пересыщения, зарожде-
ние пузырьков происходит преимущественно 
вне диффузионного слоя. Внутри диффузион-
ного слоя зарождение новых пузырьков хоть 
и возможно, однако существенного вклада в 
суммарный процесс дегазации не дает, так как 
частота нуклеации в этой области значитель-
но меньше, чем вне ее. Иными словами, что 
вокруг пузырьков формируется некая «запре-
щенная» область. Для того, чтобы корректно 
учесть этот факт в кинетических уравнени-
ях, описывающих суммарный процесс газо-
выделения, заменим реальную зависимость 
частоты нуклеации вокруг пузырьков )(rJ  
ступенчатой считая, что в «запрещенной» об-
ласти нуклеации новых центров кавитации не 
происходит, в то время как вне этой области 
частота нуклеации равна частоте нуклеации 
при начальном пересыщении. Схематически 
это изображено на рис.4. Размер «ступеньки» 

Рис.2   Зависимость вязкости расплава 
         вокруг пузырька от радиаль-
    ной координаты r  (сплошная 
         линия); «эффективная» вязкость 
        (штриховая линия).

 Рис.3    Зависимость радиуса пузырька R  
      от времени t  с учетом (сплошная 
       линия) и без учета (штриховая ли-
       ния) градиента вязкости.
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(толщину диффузионного пограничного слоя 
Dr ) определим из условия, что характерные 
времена ожидания появления нового зародыша 
в ячейке при ступенчатой ( 1t ) и реальной ( 2t ) 
зависимостях )(rJ  должны быть равными: 

 
 ;= 21 tt  

);/3)((4= 331
1 Di rSJt

,4)(= 21
2 drrrJt

S

R

 
 

где )(= ii pJJ   — частота нуклеации при 
начальном пересыщении. Следовательно,

,)(3=
1/3

23 drrrJSr
S

R
D  

 
где iJJJ /= . В случае чисто гомогенной ну-

клеации  

1Gexp= 2

2

p
p

J i ;
Tkp Bi

2

3

3
16=G  

 
— число Гиббса.

 

Размер ячеек S  будем считать пропорцио-
нальными размеру самих пузырьков: RS = . 
Коэффициент пропорциональности   опреде-
ляется из условия полного заполнения ячейка-
ми всего рассматриваемого объема:

 
1,=)()/3)(4( 3

0

dRRfRN
R

где )/(=)( 1 dRdNNRf  — функция распре-
деления зародышей по размерам; N  — число 
пузырьков в единице объема, зародившихся 
к моменту времени t . Если функция распре-
деления пузырьков по размерам имеет узкую 
ширину (все пузырьки примерно одинакового 
размера), то размер ячеек можно вычислить из 
более простого соотношения:

1/3

4
3=
N

S
 

Другой, более простой, однако менее точ-
ный (годящийся скорее для первычных оценок) 
способ определения толщины диффузионного 
погранслоя Dr , предложен в работе [3] и за-
ключается в следующем. Частота нуклеации 
на границе диффузионного слоя )( DrJ  полага-
ется в   раз меньше частоты нуклеации вдали 
от пузырька )( rJ  (которая равна часто-
те нуклеации при начальном пересыщении: 

iJrJ =)(  ): rJ D =)( 1/n. Выбор n  при 
этом достаточно произволен (требуется толь-
ко, чтобы число n  было большим, что соответ-
ствует в решаемой задаче определению диф-
фузионного погранслоя). Было показано, что 
вариация n  не оказывает большого влияния на 
конечный результат.

С учетом вышеизложенного, суммарный 
объем «запрещенной» области DX  в единице 
объема расплава от всех пузырьков, зародив-
шихся к моменту времени t , определяется сле-
дующим интегральным уравнением

,),()}({1=)(
0

dtVXJtX DD

t

iD
  
(12)

где )/3)((4= 33 RrV DD   объем «запрещен-
ной» области вокруг пузырька, зародившегося 
в момент времени  . Отметим, что в уравне-
нии (12) iJ  не зависит от времени, т. к. по сути 
является частотой зарождения при начальном 
пересыщении.

Тогда зависимость объемной концентрации 
газовой фазы   от времени t  будет описывать-
ся соотношением

;
)(1
)(=)( *

*

t
tt  

               
(13)

,),()}({1=)(
0

* dtVXJt D

t

i
      

(14)

где *  — объем газовой фазы на единицу 
объема материнской фазы; 3/3)(4= RV   — 
объем пузырька, зародившегося в момент вре-
мени  .

Рис.4   Схематическое изображение за-
        висимости концентрации газа C  
     и частоты нуклеации J  вокруг 
      пузырька от радиальной коорди-
     наты r ; штриховой линией по-
    казана модельная ступенчатая 
        зависимость )(rJ .
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Число зародышей кавитации N, образую-
щихся за время t  в единице объема, определя-
ется выражением

.)}({1
)(1

1=)(
0

* dXJ
t

tN D

t

i

         

(15)

В соотношениях (13) – (15) учтено, что в 
процессе роста объема газовой фазы объем 
среды увеличивается.

 

Еще раз отметим, что нуклеация пузырьков 
происходит лишь на начальной стадии процесса. 

Это обусловлено тем, что толщина формирую-
щихся вокруг отдельных пузырьков диффузи-
онных погранслоев много больше размеров са-
мих пузырьков, а следовательно, относительный 
объем «запрещенной» области по мере их роста 
очень быстро стремится к единице. После того 
как «запрещенная» область полностью пере-
кроет весь объем расплава, нуклеация новых 
центров кавитации прекращается. Выделение 
же основной массы газа происходит на стадии 
диффузионного роста изначально образовавших-
ся центров. Это наглядно иллюстрирует рис.5, 
на котором представлена зависимость скорости 
появления в объеме расплава новых центров ка-
витации dN/dt, а также радиуса последовательно 
образовавшихся пузырьков от времени. Как вид-
но из рис.5, длительность всей стадии нуклеации 
новых пузырьков составляет лишь несколько 
миллисекунд, в то время как стадия дальнейшего 
их роста достигает десятков, а то и сотен секунд.

Рост пузырьков окончательно прекращает-
ся, когда вся избыточная масса газа, появив-
шаяся в расплаве вследствие декомпрессии, 
выделится в газовую фазу. Из уравнения мате-
риального баланса можно получить конечный 
средний размер кавитационных включений

,
4
3=

1/3

i
gf

l

f
f C

N
R

 
где fN  — полное число пузырьков, заро-

дившихся в течении всего процесса. 

Рис.5    Зависимость скорости появления 
        в объеме расплава новых центров 
        кавитации dN/dt, а также радиуса 
                       последовательно образовавшихся 
       пузырьков от времени.

Построена модель кавитации высоковязко-
го газонасыщенного расплава при его быстрой 
декомпрессии, включающая в себя все тонкости 
происходящих при этом процессов, таких как 
рост пузырька в пересыщенном расплавае. В 

качестве одного из основных элементов данная 
модель может быть использована при модели-
ровании вулканических извержений, процесс 
кавитации в которых является ключевым зве-
ном, предопределяющим ход процесса.
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